CAPITULO SEIS

PROBABILIDAD

En la toma de decisiones para conseguir un objetivo no siempre se consigue un resultado. En
la actividad diaria alcanzar una meta va acompafiado de un riesgo. El riesgo tiene varias
formas de expresion. Una de ellas es, que el esfuerzo que se realice puede ser vano. Otra
que el esfuerzo pueda conducir, por desconocimiento de los diferentes impactos, a un
resultado adverso. Una forma de medir el riesgo es a través del estudio de las
probabilidades. Por ejemplo, se desea una cantidad de dinero para instalar una clinica para
pacientes que sufren de problemas renales y por cada 1000 nuevos soles que se gaste se
ganard 300 nuevos soles al afio. La pregunta necesaria, es que tan probable es que se ganen
los 300 nuevos soles. Analicemos este tema.

1. DEFINICION

La probabilidad puede describirse como la ciencia de formular aseveraciones acerca de lo
que ocurrird cuando se fomen muestras de poblaciones conocidas.

El empleo de la probabilidad permite a quien tfoma decisiones, analizar los riesgos y
minimizar el azar inherente, con informacion limitada, por ejemplo, al lanzar un nuevo
producto o aceptar un embarque recién llegado que contenga partes defectuosas. Una
probabilidad es un valor que estd entre O y 1 que representa la posibilidad de lo que
sucederd en un evento en particular.

EXPERIMENTO: Observacion de alguna actividad o la accién de efectuar una medicion.
EXPERIMENTO ALEATORIO (¢)

Es aquel que, al ser observado no se puede predecir con exactitud cudl serd el resultado de
la observacién y pueden dividirse en dos clases: deterministico y no deterministico.
Se dice deterministico cuando los resultados del experimento estdn completamente
determinados y pueden describirse mediante una férmula matemdtica, mientras el no
deterministico no puede predecirse con exactitud antes de realizar el experimento.

RESULTADO: Un acontecimiento final de un experimento.

EVENTO: Conjunto de uno o mds resultados de un experimento

Ejemplo:

Experimento: lanzar dos dados y observar lo que cae.

Resultados posibles:
1.1).(1,2),(1,3).(1,4) (1.5).(1,6)
(21)(2.2)(2,3),(2,4).(2.5).(2,6)
(3.1).(3.2).(3.3).,(3.4).(3.5).(3.6)
(4.1),(4.2),(4,3),(4.4).(45((4.,6)
(5.1)(5.2).(5.3).(5.4).(5.5).(5.6)
(6.1),(6.2).(6.,3),(6.4).(6.5).(6.6)
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Sean los eventos:
A: El nimero del segundo dado sea par.
B: El nimero del primer dado sea mayor que el del segundo.

2. ENFOQUES DE LA PROBABILIDAD
Son la Objetiva y Subjetiva. La probabilidad objetiva puede subdividirse en: probabilidad
cldsica o a priori, probabilidad como frecuencia relativa o probabilidad a posteriori.

2.1. DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDAD

La definicién cldsica se basa en el supuesto de que todos los resultados posibles de un
experimento aleatorio son igualmente probables, es decir, cada uno de los elementos del
espacio muestral tiene la misma probabilidad de ocurrencia. Ademds sostiene que son
mutuamente excluyentes, es decir, que no son comunes en resultado, debido a que no puede
aparecer mds de un par en forma simultdnea, y si Na de estos resultados tienen un atributo
A, la probabilidad de A es la proporcion de Na con respecto a n (total de resultados
posibles).

Se puede representar mediante la siguiente formula:

Numero de resultados favorables
NUmero total de observaciones

Probabilidad de un evento =

Ejemplol: Una loteria consta de 1000 billetes. Un billete se premia S/. 100.00, 4 billetes
de S/. 50.00, 10 billetes de S/. 20.00, 20 billetes de S/. 10.00, 165 billetes con S/. 5.00 y
400 billetes con S/. 1.00 cada uno. Los demds billetes no se premian. Se compra un billete,
¢Cudl es la probabilidad de ganar por lo menos S/. 10.00?

Solucion:

El experimento aleatorio es “elegir un billete".

S = {B1,B:.,..., Biooo}, donde B; representa el billete ndmero i.

# total de observaciones = n(S) = 1000

Sea el evento A: “ganar por lo menos S/. 10.00"

Ganar al menos S/. 10.00, significa que se puede ganar S/.10.00, 6 S/.20.00 6 S/. 50.00 6
5/.100.00. Es decir: n(A) = 20+10+4+1=35.

P(A) = A 35 0035
n@S) 1000

La probabilidad de ganar mds de S/. 10.00 es 0.0035

Ejemplo: Las estimaciones poblacionales del INEI para el afio 2000 determinaron que la
poblacidn peruana era de 25'661,690, de los cuales 7'466.190 nacieron en el departamento
de Lima. Calcular la probabilidad de que una persona que emigre al exterior nacié en Lima.

Solucion:

El experimento aleatorio es "persona que emigre al exterior”.
S= {P1, Pz,..., P25‘ '661,690}, donde Pi repr‘esen‘ra la Persona i.

# Total de observaciones = n(S) = 25'661,690

Sea el evento A: “Persona que emigre al exterior hacié en Lima".
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n(A) = 7'466.190 ( total de personas que nacieron en Lima)
P(A) = n(A) _ 7'466,190 _
n(S) 25'661,690

0.291

Luego, la probabilidad de que la persona que emigre al exterior sea del departamento de
Lima, para el afio 2000, es de 0.291.

2.2. DEFINICION DE PROBABILIDAD COMO FRECUENCIA RELATIVA
Si un experimento se repite n veces bajo las mismas condiciones y nNe de los resultados son

favorables a un atributo B, el limite de n% conforme n se vuelve grande, se define como

la probabilidad del atributo B. Por ejemplo, en una fdbrica mayormente se observan
productos de mejor calidad mientras que los productos defectuosos se observan muy pocas
veces, entonces la probabilidad de defectuosos se determinard en proporcién al total de
articulos producidos en dicha fdbrica.

En términos de férmula:

. Numero de veces que el evento ocurrié enel pasado
Probabilidad de que suceda un evento = q P

Numero total de observaciones

Ejemplo: Una muestra aleatoria de 10 fdbricas que emplean un total de 10,000 personas,
demostré que ocurrieron 500 accidentes de trabajo durante un periodo reciente de 12
meses. Hallar la probabilidad de un accidente de trabajo en una industria determinada.

Solucion:

N = 10,000 personas que equivale al nimero de veces que se repite el experimento.

Sea el evento A: "un persona que sufrié un accidente de trabajo en la industria
determinada”

Entonces n(A) = 500 y

p(a) = MA) _ 500
n 10,000

=0.05

Por definicion de frecuencia relativa, ya que este valor de la probabilidad, se basa en una
muestra, por la tanto es una estimacion del valor real desconocido. Observe, aqui se supone
implicitamente que las formas de seguridad no han cambiado desde que se realizé el
muestreo.

La probabilidad que una persona sufra un accidente de trabajo, en el afio, en la industria, es
0.05.

Si se entrevistan a 100 personas en forma aleatoria es probable que 5 sufrieron un
accidente de trabajo.

Ejemplo: Segln la encuesta de hogares de Lima Metropolitana del afio 2000 se ha obtenido
el siguiente resultado. En 3 meses de observacion a una muestra de 16,684 personas
entrevistadas, 4,955 sufrieron una enfermedad o accidente. Hallar la probabilidad de
elegir una persona haya sufrido una enfermedad o accidente
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Solucion:

N =16,684, nimero de personas entrevistadas.

Sea el evento A: “elegir una persona que halla sufrido una enfermedad o accidente”.

n(A) = 4,955 (total de personas que sufrieron alguna enfermedad o accidente en la
muestra)

pa) = "W _ 495 _ o0,
nS) 16,684

La probabilidad de elegir una persona que haya sufrido alguna enfermedad o accidente es
de 0.297.

2.3. PROBABILIDAD SUBJETIVA
Una probabilidad subjetiva se basa en cualquier informacién disponible. Se aplica sdlo
cuando ho existe suficiente informacion para que sea utilizable otro método.

Ejemplo: La posibilidad de que un alumno obtenga una calificacién de 20 en el curso de
estadistica.

3. DEFINICION AXIOMATICA DE PROBABILIDAD

ESPACIO MUESTRAL ()
Es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio y podemos
describirlos con precisién, pueden ser finito, infinito numerable o infinito no numerable.

Espacio Muestral Finito
Se dice que un espacio muestral es finito cuando el resultado de un experimento aleatorio
es contable, es decir, finito.

Ejemplo: El nimero de personal administrativo contratado en un hospital para 1999
constituye un espacio muestral finito, dado que el nimero nunca excederd a la cantidad
programada para este afio.

Ejemplo:

Sea: g1 la produccidn de un articulo por una determinada mdquina.
Q= {bueno, defectuoso}

Sea: g;: el crecimiento de un nifio y anotar su sexo.
Q,= {varén, mujer}

Sea: 3. la eleccién de un ciudadano y anotar su grado de instruccién.
Q3= {primaria, secundaria superior}

Sea: &4: Lanzamiento de un dado sobre una superficie lisa y observar el nimero que aparece
en la cara superior.
Q4= {11 2[ 3/ 4/ 5/ 6}
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Sea: &5 : se lanzo una moneda 3 veces y se cuenta el # de caras.

Q5 = {O, 1, 2, 3}

Sea g, :selanza un dado hasta obtener por primera vez el 6.
Q.={E, EE,EEE, EEEE,.}

Donde: E: Sale 6 en un tiro del dado
E : No sale 6 en un tiro del dado

Sea &7 medir la resistencia a la tensién de una barra de acero.

Q7={S/520}

Segln su naturaleza un espacio muestral puede ser numérico (como: Q4, Qs, Q7) 0 no

numérico (como: Q, Qz, Q3).

Segln el nimero de elementos, puede ser finito (como: Q1, Q, Q3, Q4, Q5).
Infinito numerable (como: Q) e infinito no numerable (como: Q7).

4. REGLAS BASICAS DE PROBABILIDAD

4.1. REGLA DE ADICION

Para aplicar la regla especial de adicién, los eventos deben ser mutuamente excluyentes.
Esta regla se expresa con la férmula siguiente:

P(AUB)=P(A)+P(B)]

Ejemplo: En el cuadro siguiente, se tiene informacién acerca de la poblacién de mujeres en
edad fértil para el afio 2000. Si se escoge a uha mujer para ser censada, hallar
probabilidad de que una mujer se encuentre en el grupo de 15 a 19 afios de edad o en el

grupo de 35 a 39 afios de edad.

PERU: MUJERES EN EDAD FERTIL- 2000

la

2000
Grupos de Probabilidad de que una
Edad Mujeres mujer se encuentre en
un grupo de edad
TOTAL 6,874,923 100.0
15-19 1,331,836 0.194
20-24 1,268,424 0.185
25-29 1,126,802 0.164
30-34 989,498 0.144
35-39 859,297 0.125
40-44 710,789 0.103
45-49 588,277 0.086
FUENTE: INEI-Per(: Estimaciones y Proyecciones de la Poblacién por Afios Calendarios
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Solucion:

# Total de observaciones: n(s) =6'874,923, total de mujeres en edad fértil.

Sea el evento A: “la mujer seleccionada tengan entre 15 y 19 afios de edad”

Sea el evento B: “la mujer seleccionada tengan entre 35y 39 afios de edad”

Sea el evento A U B: "la mujer seleccionada se encuentre en el grupo de 15 a 19 afios de
edad o en el de 35 a 39 afios de edad.

Como se puede observar, se trata de eventos mutuamente excluyentes. Por ello se usard la
siguiente férmula”

P(AUB)=P(A)+ P(B)

Reemplazando datos:

1'331 ,836 N 859 ,297

P(AuB)=
( ) 6'874 ,923 6'874 ,923

=0.194 + 0.125 = 0.319

La probabilidad de que al escoger a una mujer en edad fértil para ser censada, se
encuentre en el grupo de 15-19 afios de edad o en el de 35-39, es 0.319.

La interpretacién en términos de la frecuencia relativa es: De cada 100 mujeres en edad
fértil, 31 se encuentran en el grupo de 15 a 19 afios de edad o en el de 35 a 39 afios de
edad.

REGLA GENERAL DE LA ADICION
La regla general de la adicién se utiliza para combinar eventos que no son mutuamente
excluyentes:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Ejemplo: En el siguiente cuadro se presentan datos para el afio 2000, se cuenta con las
probabilidades referidas a los distintos niveles de pobreza. Si elige una persona al azar,
calcular la probabilidad de que esa persona tenga un ingreso que se encuentra por debajo
de la linea de pobreza o que tenga al menos una necesidad bdsica insatisfecha’.

! INDICADORES DE NBI:

Con viviendas de caracteristicas fisicas inadecuadas (estera, quincha, madera, piso de tierra, improvisada, etc.)
Con viviendas hacinadas (més de 3 por habitacion)

Sin servicios higiénicos.

Con nifios que no asisten a la escuela.

Con alta dependencia econémica (jefe del hogar con 2° de primaria y 3 personas por ocupado)
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NIVELES DE POBREZA, 2000

ABSOLUTO PROBABILIDAD

Poblacion total 25,661,690

Poblacidn no pobre 11,958,347 0.534
P. con ingresos menores a la linea de

pobreza 9,700,119 0.378
P. con al menos una hecesidad bdsica

insatisfecha (NBI) 10,033,721 0.391
P. con ingresos menores a la linea de

pobreza y con al menos una NBI 6,030,497 0.235

Solucién:

# Total de observaciones: n(s) =25'661,690, total de la poblacién.

Sea el evento A: “la persona se encuentre por debajo de la linea de pobreza”

Sea el evento B: "la persona se encuentre con al menos una necesidad bdsica insatisfecha”
Sea el evento (A[1B): "persona se encuentre por debajo de la linea de pobreza y que

tenga necesidades bdsicas insatisfechas”.

Como se puede observar, se trata de eventos que no son mutuamente excluyentes. Por ello
se usara la siguiente formula

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)|

Reemplazando se tiene:

9,700,119 10,033,721 6,030,497

P(AUB) = +
25'661,690  25'661,690 25'661,690

=0.378+0.391-0.235=0.534

De cada 100 personas en el pais para el afio 2000, 53 personas eran pobres porque tenian
una necesidad bdsica insatisfecha o porque tenian un ingreso muy bajo. En términos de
probabilidades significa que: _ la probabilidad de que una persona perciba ingresos muy
bajos o que tenga por lo menos una necesidad bdsica insatisfecha es 0.534.

La regla del complemento sirve para determinar la probabilidad de que ocurra un
acontecimiento, restando del nimero uno, la probabilidad de que no suceda el

acontecimiento:

Q={A,A,,..A,} 6 Q={A A"

P(Q)=1 = P(A)+P(A)=1

P(A)=1-P(A")
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Ejemplo: En la siguiente tabla se muestra la poblacién urbana y rural. La probabilidad de
que una persona viva en el drea urbana es de 0.723. A partir de este dato calcular la
probabilidad de que una persona viva en el drea rural.

PERU: POBLACION URBANA-RURAL 2000

ABSOLUTO PROBABILIDAD
Perd 25,661,690
Urbana 18,553,402 0.723
Rural 7,108,288

Solucién:

# Total de observaciones: n(s) = 25'661,690, total de la poblacidn.

Sea el evento A: “la persona viva en el drea rural”

Sea el evento A': la persona no viva en el drea rural”, es decir que viva en el drea urbana.
Tenemos entonces

18,553,402
25,661,690

P(A)=1-P(A")=1- =1-0.723 = 0.277

La probabilidad de que una persona resida en el drea rural es de 0277.
Por cada 100 peruanos 27 residen en el drea rural.

Probabilidad conjunta: Probabilidad que mide la posibilidad de que dos o mds eventos
ocurran en forma simultdnea.

4.2. INDEPENDENCIA DE EVENTOS
Dos o mds eventos son independientes cuando la ocurrencia de uno no tiene efecto en la
probabilidad de ocurrencia de cualquier otro.

4.3. REGLA DE MULTIPLICACION

Se usa para combinar eventos.

La regla especial de multiplicacion requiere que los dos eventos A y B sean independientes.
Se expresa de la forma siguiente:

P(AnB)=P(A)*P(B)]

REGLA GENERAL DE LA MULTIPLICACION (Teorema)

Se utiliza para determinar la probabilidad conjunta formada por todos los resultados
comunes tanto en A como en B que ocurren al mismo tiempo, los cuales se asume como
eventos no independientes y se denota por P(A(B)=P(B/A)P(A). Este teorema
permite incluir cualquier ndmero de eventos que se encuentran en el espacio muestral.

5. PROBABILIDAD CONDICIONAL
Es la probabilidad de que ocurra un evento particular, dado que ocurrié otro evento. Es la
diferencia que existe entre elegir al azar un articulo de un lote con o sin sustitucion.
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Ejemplo: cuando se elige un tipo de producto en un lote donde existen productos sanos y
defectuosos. La probabilidad condicional de obtener un producto defectuoso (B) dado que
en el lote por lo general existen productos sanos (A), se denota asi: P (B/A).

B: El producto seleccionado sea defectuoso
A: El producto seleccionado sea no defectuoso o sano

pB/A)=ANB)

P(A)
Ejemplo: La poblacion econémicamente activa PEA (15 y mds afios) del Perd, para el afio
2000 es de 10'387,225 personas, de los cuales 3'748,236 son mujeres y 2'866,953 residen
en el drea urbana. Calcular la probabilidad de que se escoja a una persona de la PEA que
resida en el drea urbana, dado que la persona escogida fue PEA mujer.
Solucion: Se trata de calcular una probabilidad condicional.

La poblacién econémicamente activa es de: 10'387,225 = n
La poblacién femenina econémicamente activa es de: 3'748,236 = n(A)
La poblacién femenina econémicamente activa del drea urbana es de: 2'866,953.

Sea
A: La persona escogida sea mujer de 15 y mds afios
B: La persona escogida sea mujer del drea urbana

n(A) 3748236 _ ..,
10'387,225

La probabilidad que la PEA sea mujer es: P(A) =

AN B: La persona escogida sea mujer de 15 y mds afios y que pertenezca al drea
urbana

n(ANB)  2'866,953

La probabilidad de P(A NB) = 10'387,225

Dado que ha sido PEA mujer la persona elegida, la probabilidad de que resida en el drea
urbana es:
2'866,953
P(ANB) _10'387,225 _ 2'866,953 _
P(A) 3748236 3748236
10'387,225

0.765

P(B/A)=

6. TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Segln la teoria de la probabilidad total, un evento estd en funcién de un conjunto de
particiones totalmente independientes, por lo tanto se puede decir que es la sumatoria de
todas las particiones y se representa asi:

A= ANB:UANB:2U...UANB
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Lo importante es que todos los eventos A[1Bu,...,A(1Bk son parejas mutuamente
excluyentes. Por lo tanto podemos aplicar la propiedad aditiva para este tipo de eventos.

P(A)=P(ANB1)+P(ANB2)+...+ P(AN By

Sin embargo cada término P(A[1Bj) se puede expresar como P(A/Bj)P(Bj), con lo cual
obtenemos finalmente el teorema de la probabilidad total:

P(A) = P(A/B1)P(B1) + P(A/B2)P(B2)+...+P(A/ Bc)P(B)

7. DIAGRAMA DE ARBOL (O ARBORIGRAMAS)

Este diagrama es muy (til para representar probabilidades condicionales y conjuntas. Un
diagrama de drbol es particularmente (til para analizar decisiones de negocios, donde
existen varias etapas para el problema.

Ejemplo:
EFICIENCIA Y ANOS DE SERVICIOS DEL PERSONAL
DE LA EMPRESA POLYSISTEMAS
ANOS DE SERVICIO
EFICIENCIA Menos de 1ab 6al0 Mds de TOTAL
1 afio afios afos 10 afios

DEMOSTRADA 5 15 5 35 60

NO DEMOSTRADA 15 5 10 10 40

20 20 15 45 100
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Diagrama de arbol que indica la eficiencia y los afios de servicio

Eficiencia Servicio

Probabilidades
condicionales

5/60 Menos de un afio

15/60 1-5 afios

Demostrada

60/100

15/40 Menos de un afio

5/40 1-5 afios

10/40 6-10 afios

10/40 Mas del0 afios

Probabilidades
conjuntas

60/100*5/60=0.05

60/100*15/60=0.15

60/100*5/60=0.05

60/100*35/60=0.35

40/100*15/40=0.15

40/100*5/40=0.05

40/100*10/40=0.10

40/100*10/40=0.10
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EJERCICIOS

1.- ¢Cudl es la diferencia entre un experimento y un evento?
Experimento: observacion de los resultados de una actividad que se realiza.
Resultado: acontecimiento final de un experimento.

2.- (Es posible que una probabilidad asuma un valor de cero?
Si es posible, por ejemplo: la probabilidad que un reloj marque la hora 25, la
probabilidad de que la tierra se convierta en agua, la probabilidad de que un pez
camine, etc. Se sabe por regla general que 0 < P(x) < 1; siendo x un evento cualquiera.

3.- El director general de una clinica expresard mafiana a los accionistas su consideracién
de que la clinica debe fusionarse con otra institucion del mismo ramo. Ha recibido seis
cartas acerca de esa cuestion y estd interesado en el nimero de personas que estén de

5/60 6-10 afos

OTRO (5.8%)

40/100

No
Demostrada

acuerdo con él.
a. ¢Cudl es el experimento?
b. ¢Cudles son algunos de los eventos posibles?
c. Exprese dos posibles resultado.
a) E: cartas de accionistas que estdn de acuerdo con la fusién de la clinica con otra
institucion.
b) - De acuerdo un numero de 3 cartas.
De acuerdo un numero de 2 cartas.
De acuerdo un numero mayor a 4 cartas.
2 personas de acuerdo con la fusion de la clinica.
3 personas de acuerdo con la fusion de la clinica.

c)

4.- Defina la expresién mutuamente excluyente con sus propias palabras.
Se dice eventos mutuamente excluyentes cuando dichos eventos no pueden suceder en
forma simultdnea, es decir, la ocurrencia de uno excluye la ocurrencia de otro.
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5.- Segln el "II Censo de infraestructura Sanitaria y Recursos del Sector Salud”, en el
Perd existian 9,658 médicos del Ministerio de Salud, de los cuales 733 trabajan en el
drea rural. En el departamento de Amazonas trabajaban 93 médicos, de los cuales 20
eran del drea rural. Calcular la probabilidad de elegir un médico que trabaje en el
departamento de Amazonas y que sea del drea rural.

Solucion:

# total de observaciones: n(s) =9,658 médicos

# total de médicos rurales =733 médicos

# total de médicos en el departamento de Amazonas.

Sea el evento A: “el médico trabaje en el departamento de Amazonas”

Sea el evento B: "el médico trabaje en el drea rural.

Sea el evento (AN B): "el médico trabaje en el departamento de Amazonas y que sea del drea
rural”.

La eleccién de un médico que trabaje en el departamento de Amazonas es independiente

de elegir un médico que trabaje en el drea rural dentro del departamento, entonces se
aplica la siguiente férmula:

B . Q: 0.0021
9,658 93

P(ANnB)=P(A)xP (B)=

De cada 1,000 médicos del Ministerio de Salud 2 trabajaban en el drea rural del
departamento de Amazonas.

La probabilidad de que un médico esté en el departamentote Amazonas y que trabaje en el
drea rural es 0.0021.

6.- Un estudiante estd tomando dos cursos, estadistica y matemdtica bdsica. La
probabilidad de que sea aprobada en el curso de estadistica es 0.60, y que pase el
curso de matemdtica bdsica es 0.70. La probabilidad de que apruebe en ambas es 0.50.
¢Cudl es la probabilidad de que pase por lo menos en una?

7.- ¢Qué es una tabla de contingencia? ¢Qué indica?
Suponga que P(A)=0.40y P (B/A)=0.30. ¢Cudl es la probabilidad conjunta de Ay B?

9.- Un hospital tiene cuatro proveedores de materia prima. En la tabla que sigue se
muestran las cantidades adquiridas de cada proveedor y el porcentaje de materia
prima defectuosa que cada uno proporciona.

Proveedor % Adquirido % Defectuoso
Martinez Asociados 30.0 2.50
Asmat Mgf. 200 1.75
Millones SA 25.0 3.00
Garcia Ltda. 25.0 1.00

El material empleado esta mafiana resulté defectuoso. ¢Cudl es la probabilidad de que
se haya adquirido de la compafiia Asmat Mgf?

10. En el diagrama siguiente se muestra algunos datos de la Encuesta Nacional de Hogares
- IV trimestre 2000, éstos estdn referidos al estado de salud de la poblacién.
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En base a estos datos, determinar:

a. Calcular la probabilidad de que una persona este sana.

b. La probabilidad de que una persona nho buscé atencion si se sabe que sufrié una
enfermedad o accidente.

c. Calcular la probabilidad que una persona haya respondido que no busco atencion debido
a que tenia dificultades econémicas y por que tuvo algin otro motivo.

d. Se sabe que la probabilidad de que una persona no accedié a un servicio de Salud por
que éste no queda cerca de su domicilio es de 0.049. calcular el total de personas que
no accedieron a un servicio de salud por este motivo, si se sabe que el total de
razones del por que no buscaron atencién sumaban 1'180 miles.

e. La probabilidad de que una persona enferma se atendiera en un establecimiento de
salud es 0.89005. Calcular la probabilidad de que una persona se atendiera en otro tipo
de establecimiento.
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POBLACION TOTAL
(25,662 mil personas)

POBLACION

ENFERMEDAD O ACCIDENTE (7,622 mil p.)

QUE SUFRIO ALGUNA

POBLACION SANA
(18,040 mil p.)

BUSCO ATENCION (6,585)

ESTABLECIMIENTO DE
SALUD (5,861)

OTRO TIPO DE ESTABLECIMIENTO
(724)

LUGARES DE CONSULTA
(6,123)

NO BUSCO ATENCION (1,037)

Puesto, centro de salud MINSA (30.8%)

Hospital MINSA (15.1%)

Establecimiento de ESSALUD (22%)

Consultorio médico particular (7.6%)

Clinica particular (3.9%)

Farmacia botica (6.7%)

Domicilio del paciente (1.2%)

OTRO (5.8%)

SE AUTORRECETO (526)

NO BUSCO ATENCION
(511)

RAZONES POR QUE NO
BUSCO ATENCION (1,180)

Dificultades econdmicas
(53%)

Falta de credibilidad en la
medicina (38.3%)

No consulto por que no fue
necesario (10.7%)

No existe servicio de salud
cercano (4.9%)

Otros motivos (7.0%)
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Solucion:
a. Las observaciones totales n(S) = 25'662 (poblacién total)
Sea el evento A: escoger una persona sana  n(A) = 18'041

n(A)  18'041
n(S)  25'662

P(A) = = 0.703

La probabilidad de que se escoja a una persona sana es de 0.703. Es decir que de cada 100
personas, 70 personas estdn sanas.

b. La poblacién total es 25'662 mil habitantes.

Sea el evento A: "la persona haya sufrido un accidente” n(A) = 7'622

Sea el evento B: "la persona no buscé atencién” n(B) = 1037

Sea el evento C: "la persona escogida ho buscé atencién, dado que sufrié una enfermedad o
un accidente”

Sea A N B: Sufre accidente y busca atencion

n(A) 7622
25662

La probabilidad que la persona haya sufrido un accidente: P(A) = =0.297

n(AnB) 1037
25662

=0.040

La probabilidad: P(ANB) =

La probabilidad de que una persona ho busco atencién médica, si se sabe que ésta sufrié un
accidente es:
1037
P(AnB) 25662 1037
P(C)=P(B/A)= = = =0.136
(O=PBIA="50) =762 ~ 7622
25662

La probabilidad de que una persona ho buscé atencién dada que tuvo alguna enfermedad o
sufrié un accidente es de 0.136. De cada 100 personas que sufrieron de algln accidente 13
no buscaron atencion médica.

c. Del diagrama podemos ver el porcentaje de las razones del por que las personas no
accedieron a un servicio de salud. El total no suma 100% debido a que algunas personas mds
de una respuesta.

Si dividimos las razones en dos categorias, se tiene:
A: # de personas que contestaron tener dificultades econdmicas ~ P(R1) = 0.530

B: # de personas que contestaron tener ofros motivos P(R2) = 0.609

El total de personas que no accedieron a un servicio de salud representa el 100% (de los
que sufrieron una enfermedad o un accidente)

Se trata de eventos que no son mutuamente excluyentes; aplicando la propiedad se tiene:
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P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)= P(AnB) =P(A)+P(B)—P(AUB)

Reemplazando datos, tenemos:

P(ANB)=P(A)+P(B)-P(AUB)=0.530+0.609—1=0.139

La probabilidad de que una persona respondiera haber tenido mds de un motivo para no
buscar atencién es de 0.139.

11. Segln estudios del Ministerio de Salud, para el afio 1999 se reportaron 49,393 casos
de Malaria en el departamento de Loreto. Los nifios menores a 1 afio que sufrieron de esta
enfermedad sumaban 671 casos y los 5 a 14 afios de edad sumaban 12,763 casos.
Determinar la probabilidad de que un nifio escogido al azar tenga Malaria y que sea menor
de un afio o que tenga entre 5 a 14 afios de edad.

12. Segln la encuesta Nacional de Hogares ENAHO 99-IV Trimestre, para una poblacién
de 5'297,178 hogares, 3'572,912 estaban en el drea urbana. Ademds se sabe que la
probabilidad de que una casa sea independiente y que se encuentre en el drea urbana es
0.811, la probabilidad de que una casa urbana sea de vecindad es 0.068 y para el caso del
drea rural se tiene las probabilidades de 0.9 y 0.011 respectivamente. Calcular la
probabilidad de que el hogar encuestado sea del drea rural, dado que fue una casa
independiente.

EJERCICIOS APLICATIVOS AL TEMA DE LA MORTALIDAD

1. La probabilidad de morir (tasa bruta de mortalidad: d") para el afio 1999, fue de
0.00628. La poblacién total para ese mismo afio ascendié a 25'232,226. Calcular el nimero
de defunciones ocurridas en ese afio.

Sea P(A): Probabilidad de morir
n: poblacidon total = 25'232,226

g% = # Defunciones

P(A) =
25'232,226

=0.00628

# Defunciones =25'232,226 * 0.00628 =158,500

Para el afio 1999 se registraron 158,500 defunciones.

2. Para el afio 1997 se tiene que el nimero de sobrevivientes de una muestra que
alcanzaron los 25 afios ascendié a 88,545 personas, y el nimero de muertes entre los 25 y
30 afios de edad es de 1,268. Hallar la probabilidad de morir entre las 25 y 30 afios de
edad.

Sea:
P(A): Probabilidad de morir entre lo 25 y 30 afios de edad (5G25)
n(A): 1,268
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n. 88,545

Se parte del supuesto que las 1,268 defunciones corresponderian a la poblacion de 88,545.

w_n

Luego, la probabilidad de morir de una persona de edad x dentro de los "n" afios siguientes,

d

n—Xx

X

se calcula mediante la siguiente formula: ,q, =

= 1’2685 =0.01432

P(A)

Entonces, la probabilidad de que una persona no llegue viva a los 30 afios es 0.01432

3. Se sabe que la probabilidad de sobrevivir hasta la edad exacta de 10 afios es de
0.99178, y el nimero de nifios que alcanzaron la edad de 5 afios fue de 92,049. Hallar el
ndmero de sobrevivientes a la edad de 10 afios.

Lo que se desea calcular es de los 92,049 nifios, cuantos llegan a cumplir la edad de 10 afios
(sobrevivientes)

Sea:

P(A): Probabilidad de sobrevivir hasta la edad exacta de 10 afios de los sobrevivientes a la
edad de 10 afios (0.99178) (sps)

n(A): nifios que alcanzaron la edad de 10 afios

n: 92,049

X+n

X

La probabilidad de sobrevivir a una determinada edad se calcula asi: ,p, =

n(A)
92,049
n(A) = 0.99178*92,049 = 91,012

P(A) = =0.99178

Entonces el nimero de nifios de 5 afios (de una muestra de 92,049) que alcanzan vivos la
edad de 10 afios es de 91,012.

4. Completar el siguiente cuadro.

Donde:

x: representa la edad exacta

I(x): numero de sobrevivientes que alcanzan la edad exacta x

d(x,n): nimeros de muertes entre las edades x y x+n afios (n =5)

ngx : probabilidad de morir que tiene una persona de edad x dentro de los n afios (n =5)

npx : probabilidad de sobrevivir que tienen una persona de edad exacta x llegue a la edad
x+n  (n =H).

Ademds se sabe que g(x,n) + p(x,n) =1
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X I(x) d(x,n) n0x nPx

35 85,575 2,241

40 0.9655
45 80,462 0.0444

50 0.9440
55 72,586 0.9309
60 0.9147

5. Conocidas las probabilidades de morir entre las edades exactas de 65 a 70 afios de
edad es de 0.10463, y entre las edades de 75 a 80 afios de edad es de 0.17951, calcular el
nimero de sobrevivientes a la edad exacta de 80 afios. Se sabe que las defunciones
registradas entre las personas que tenian 70 afios y que no llegaron a cumplir los 75 afios
ascendieron a 7,282.

6. El nimero de defunciones registradas entre las edades de 5 a 9 afios es 7,112. Ademds
la poblacidn entre los 10 y 14 afios de edad es de 2'821,096 y las defunciones en esa edad
suman 3,315. Hallar la probabilidad de morir a la edad de 5 a 9 afios o de 10 a 14 afios de
edad.

7. Para el afio 1999, la probabilidad de morir por causa materna en el departamento de
Ucayali fue de 0.0079. Ademds, el total de mujeres en edad fértil en ese departamento
con respecto al pais es de 1.62%. Sabiendo que la poblacién peruana de mujeres en edad
fértil es de 186,868 mujeres, calcular el nimero de muertes debido a una causa materna.

8. Para el afio 2000 se registraron el nacimiento de 607,800 nifios. La probabilidad de
muerte infantil (dentro del primer afio de vida) es de 0.039, ademds se sabe que la
probabilidad de morir dentro de los 28 dias o un mes de nacido es de 0.02. Hallar el nimero
de nacidos que sobrevivieron al primer afio de vida.

9. En el Perd para el afio 1996 se registraron 26,972 muertes de nifios menores a 1 afio. El
total de nacimientos para ese afio fue de 611,600. A partir de estos datos calcular la
probabilidad de que un nifio no muera dentro del primer afio de nacido.

10. La probabilidad de morir para el afio 2000 fue de 0.00629 y la poblacién estimada para
ese mismo afio fue de 25'661,690. Calcular el total de personas que murieron en ese afio.
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CAPITULO SIETE

TEOREMA DE BAYES

En este caso si son n eventos mutuamente excluyentes de los cuales por lo

menos uno debe ocurrir. Y se denota de la siguiente manera:
> P(A/Bj)P(B))

j=1

.J71.2,.n

Ejemplo: En una linea de produccién hay dos procesos, A y B. En el proceso A hay un 20%
de defectos y en B hay 25%. En una muestra de 300 productos hay 200 del proceso Ay
100 del proceso B.

(a) Si se extrae un producto al azar, hallar la probabilidad que sea defectuoso.
(b) Si al extraer el producto resulté defectuoso, halle la probabilidad de que sea del
proceso A.

Solucion: Sean los siguientes eventos:
A: “el producto es del proceso A".
B: "el producto es del proceso B".
D: "el producto es defectuoso”.
D: "el producto es no defectuoso”.
Q= AUB. Es decir, Ay B forman una particién de Q..

(a) Debemos calcular P[D]. Este evento se escribe D = AD U BD y por el teorema de
probabilidad total es:

P[D] = P[AD] + P[BD] = P[A]P[D\A] + P[BIJP[D\B]

2 1 65
= — (0.20)+ — (0.25) =——.
3 (0.20) 3 (0.29) 300
(b) Por el teorema de Bayes se tiene:
PLAND] - PIAJP[DVA] _(2/3)(0.20) .o

P[D] 65/300

Ejemplo: Segin un estudio realizado, para una muestra de 1,357 personas, se obtuvo los
siguientes: las personas que fuman eran 1350, las personas que fuman y tienen cdncer
pulmonar eran 133 y las personas que no fuman y tienen cdncer pulmonar eran 3. Calcular la
probabilidad de que una persona fume si se sabe que tiene cdncer pulmonar.

Solucion: Se tiene los siguientes datos:
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El total de observaciones es 1,357
A: persona fumadora n(A) = 1350
B: persona no fumadora n(B)=7

Realizando el diagrama de drbol, tenemos:

133/1350 Tienen Cdncer

1350/1357 Fuman

1270/135 No Tienen Cdncer

3/7 Tienen Cdancer
7/1357 No Fuman

4/7 No Tienen Cdncer

Lo que se desea calcular es la probabilidad de que la persona escogida sea fumadora, si se
sabe que padece de cdncer pulmonar.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:

1350 , 133
P(B;/ A) = nF’(A/ B)P(Bi) _ 1357 1350 ~0.95

~ 1350 . 133 7
D P(A/Bj)P(Bj) * +
= 1357 1350 1350

«3
7

La probabilidad de que una persona sea fumadora, si se sabe que tiene cdncer pulmonar es
0.95.

Ejercicio 1: Se tiene los siguientes datos: La poblacién peruana en el afio 2000 ascendié
a 25'661,690, la poblacion masculina ascendia a 12'726,385, por otro lado la PEA total era
de 10'387,225 y la PEA femenina era de 3'748,236. (Cudl es la probabilidad de que una
persona escogida al azar sea varédn, si se sabe que no pertenece a la PEA? Andlizar el
resultado.

APLICACION DE LAS PROBABILIDADES

MEDIDA DE ASOCIACION ENTRE EL FACTOR DE RIESGO Y LA MORTALIDAD
INFANTIL

La asociacion entre el factor de riesgo y la variable dependiente se mide a través del
ODDS Ratio, que es una medida del grado de asociacion entre dos variables categdricas.
Dentro de un modelo de regresién logistica indica el factor de riesgo siempre que su valor
sea mayor que 1.

Su cdlculo se basa en la comparacién del producto de las frecuencias en la diagonal
principal de una tabla de doble entrada como la siguiente:
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Mortalidad

<B50% >= 50%
0.00 1.00
Afos de estudio 0 1
(Categorizado)
0 10 5
1 6 9

ODDS RATIO (OR) = (10x9)/ (5x6) = 3

En este caso los afios de estudio (menos de 5 afios) ofrece un riesgo 3 veces mayor
respecto a la tasa de mortalidad mayor al 50%.

ANALISIS DE UN FACTOR DE RIESGO

Tlustremos esto con un ejemplo, fomando el departamento de Huancavelica, que es uno de
los que presenta mayor nivel de mortalidad infantil. Una muestra hipotética de individuos

estudiada analiza el Factor de Riesgo, nivel de educacion de la madre y su efecto en la
Mortalidad Infantil. El mismo, se recoge en una tabla de la forma:

Mortalidad Infantil (M)

A B Si No
C D
Factor  Si 75 305 380
de Riesgo
(F) No 14 606 620
89 911 1000

De esta observacién se deduce que existen 75 casos de Mortalidad de nifios menores de un
afio, (mortalidad infantil) por cada 380 individuos que presentan el factor de riesgo (ser
analfabeto), mientras que existen 14 casos de Mortalidad Infantil por cada 620 individuos
que no lo presentan. Si estas frecuencias relativas pueden ser asimiladas a probabilidades
por tratarse de una gran muestra, la probabilidad de morir de un nifio menor de un afio en
un hogar, presentando el factor “madre analfabeta”, serd:

75
P(M/F) =380 =0,197

Mientras que la probabilidad de serlo, no presentando el factor, serd:
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P(M/F)= 612‘; = 0.022

Por consiguiente, se puede decir que habrd mds de ocho veces el nlimero de casos de
mortalidad infantil cuando existe el factor de riesgo, que cuando no. Pues bien, a esta
relacién:

P(M/F) 0197
rr =P(M/F)_ 0,022_ 8.95

Se denomina riesgo relativo (RR) del factor.

APLICANDO EL ODDS RATIO EN EL EJEMPLO DE HUANCAVELICA

En el caso del ejemplo de Huancavelica podemos obtener el ODDS Ratio de la siguiente
forma:

Con riesgo, existen 75 casos de mortalidad infantil por cada 305 nifios que no fallecen
(75/305=0,245 mortalidad / no mortalidad).

Sin riesgo, existen 14 casos de mortalidad infantil por cada 606 nifios que no fallecen
(14/606=0,023) mortalidad/ no mortalidad).
751305

Por tanto, con riesgo, habrd 14/606 = 10.64 veces mds nifios muertos menores de un afio,
que sin riesgo.

Es decir, se observa que el ODDS Ratio es una “razon de proporciones” de presencia de
mortalidad infantil por no mortalidad infantil, entre los que presentan el factor y los que no
lo presentan. Puesto que igualmente puede expresarse en la forma (75 x 606)/ (14 x
305)=10.64 la odds ratio también se denomina “razén de productos cruzados”

Otra forma de expresar el riesgo relativo y el Odds ratio es con la siguiente tabla:

Casos Casos Personas-
Mortalidad de No afio Tasa x 1000 |Riesgo oDDS
. Mortalidad . Personas-Afo |Relativo RATIO
Infantil . Riesgo
Infantil
ANALFABETISMO |75 305 380
(Presenta factor de 0.197 8.95 10.64
riesgo) (75/ 380)
75 /380 75 /305
14 /620 14 /606
ALFABETISMO
(No presenta factor | 14 606 620
de riesgo) 0.022 Referente |Referente
(14 / 620)
Total 89 911 1000
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0.197 representa los casos de mortalidad infantil con respecto al analfabetismo.
0.022 representa los casos de mortalidad infantil con respecto al alfabetismo.

En este cuadro el alfabetismo se toma como base de comparacién, por eso se le denomina
REFERENTE. Es decir, se estd comparando la mortalidad infantil cuando se presenta el
factor de riesgo (analfabetismo) respecto al alfabetismo.

ALGUNOS PRINCIPIOS DE CONTEO

Existen tres reglas de conteo que son (tiles para determinar el nimero total de modos o
formas en que pueden ocurrir eventos.

1. La regla de la multiplicacion establece que si existen m formas que un evento pueda
ocurrir, y n formas en que otro pueda ocurrir, fambién existirdn entonces mn modos en
el cual los dos eventos puedan suceder.

2. Una permutacion es un arreglo en el cual el orden de los objetos es importante.

1 2 3 | r n

n!

(n—r)!

nPr:

3. Una combinacion es un arreglo donde el orden de los objetos no es importante.

1 2 3 | r n

nCr= n =L
r r'(n—r)!

1. DIFERENCIA ENTRE UNA PERMUTACION Y UNA COMBINACION

En una permutacién el orden de los objetos para cada posible resultado es diferente,
mientras en una combinacidn no importa el orden de los objetos.

2. VARTABLES ALEATORIA UNIDIMENSIONALES
Habiendo considerado las distribuciones de frecuencias de conjuntos de datos y los

fundamentos de la probabilidad, ya podemos combinar estas ideas para elaborar
Distribuciones de Probabilidad, las cuales de asemejan a las distribuciones de frecuencias
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relativas. La diferencia bdsica entre estos dos tipos de distribuciones es el uso de la
variable aleatoria.

La variable aleatoria de una distribucion de probabilidad corresponde a la variable
respuesta de una distribucion de frecuencias.

3. éQUé ES UNA DISTRIBUCION PROBABILISTICA?

Es la enumeracion de todos los resultados de un experimento junto con la probabilidad
asociada a cada uno.

4. VARTABLE ALEATORIA

Es un valor numérico determinado por el resultado de un experimento aleatorio al azar y
puede tomar distintos valores.

Sea ¢ un experimento y sea Q el espacio muestral asociado a él. Una funcién X que asigna a
cada punto muestral w es un nimero real X(w) y se llama variable aleatoria.
Simbélicamente:

XQ — RxCER,Rx#d)
Ejemplos:

1.- Sea la variable aleatoria X el nimero de llamadas telefénicas recibidas diariamente por
una compaifiia, la cual puede tomar valores entre O y algin nimero grande.

2.- En un estudio sobre la composicion familiar, sea la v.a. X el nimero de hijos por familia,
la cual puede tomar valores entre Oy n.

3.- Al hacer disparos a un blanco, sea la v.a. X que indica el nimero de aciertos.

En general nos interesamos en los posibles valores de X.

Ejemplo: Al lanzar dos monedas se tiene Q = {CC, CS, SC, SS}.

Definimos la v.a. X como el nimero de caras obtenidas en los dos lanzamientos. Por lo tanto,
X(CC) = 2, X(€S) = X(5C)=1, X(5S)=0.

Asi,Rx = {0, 1, 2} es el recorrido de la v.a. X.

Nota: al referirnos a las variables aleatorias usaremos letras maydsculas como X,Y,Z, etc.
Cuando hablemos del valor de esas variables aleatorias emplearemos letras mindsculas
como Xx,y,z.

Esta variable aleatoria puede ser discreta o continua.

4.1. VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

Es la variable que sélo puede tomar ciertos valores claramente definidos y distantes, que
es el resultado de contar algdn elemento de interés.

Se dice también que una variable aleatoria X es discreta si el conjunto de valores de X, Ry,
es finito o infinito numerable, es decir, Rx={x,x2,...}, con cada resultado posible de x;
asociamos un ndmero p(x;) =P(X=x;), llamado probabilidad de x;. La funcion p(x;), i=1,2....
deben de cumplir las siguientes condiciones:
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(1) p(x;) =0, siendo xi un evento cualquiera

@ p(x,)=1

La funcién p(x;) se llama funcién de probabilidad de la v.a. X. La coleccion de pares (x; ,
p(xi)), i=1,2...., se llama distribucién de probabilidad de X.

La distribucién de probabilidad de una v.a. discreta X permite estudiar completamente a la
variable aleatoria y se puede representar por una férmula, una tabla o una grdfica que
indique las probabilidades p(x;) correspondientes a cada uno de los valores de X.

Ejemplo:

Un capataz en una fdbrica tiene 3 hombres y 3 mujeres laborando para él. Desea elegir dos
trabajadores para una labor especial y decide seleccionarlos al azar para no infroducir
algin sesgo en su seleccién. Sea X el nimero de mujeres seleccionadas. Encuentre la
distribucién de probabilidad de X.

Solucion:
. . 6
El capataz puede escoger dos de seis trabajadores de 5 =15 maneras.

Por lo tanto, Q contiene 15 puntos muestrales, en forma de pares, igualmente probables, los
valores de X son: 0, 1, 2.
La funcidn de probabilidad en cada valor de X es:

(3 3J
ol\2) 3
p(0) = P(X=0) = == :1/5

(3 3]
1M1 9
p(1) = P(X=1) = = =3/5

15 1
2lo

p(2) = P(X=2) = 2N0). 3 s
15 15

La distribucion de probabilidad de X se da en la tabla siguiente:

X p(x)
0 1/5
1 3/5
2 1/5

y la representacion grdfica es como aparece a continuacién:
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ORI

3/5

1/5

v

La distribucién de probabilidad de X también se puede representar por medio de una
formula. En este caso seria como sigue:

Fj{ 3 j
X N2-X
P(x)= ———%,x=01,2.

Las distribuciones de probabilidad son modelos que se utilizan para representar
distribuciones empiricas.

Entre las variables aleatorias discretas tenemos: Binomial, Bernolli, Geométrica,
Hipergeométrica, Poisson.

4.2. VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Se dice que una variable aleatoria es continua, si se puede tomar cualquiera de los valores
de un intervalo.

Ejemplo: La edad, el peso de una persona, el tiempo que dura una bujia, la resistencia a la
rotura de una tela de algoddn.

Formalmente, una v.a. X es continua si es posible encontrar una funcion f(x) no negativa que
cumple las siguientes propiedades:

Mfx)= 0
) f;f(x)d x =1

(3)Plax X <b) = J.:f(x)d X ,donde ab R, a<b

La funcion f describe la manera como se comporta la variable se llama funcion de densidad
de la v.a. X. El conjunto {Rx, f(x)} se llama Distribucién de probabilidad de la v.a. X, y
contiene toda la informacion necesaria para estudiar completamente a la v.a. X.

Como consecuencia de la propiedad (3), la probabilidad de una variable alatoria continua

tome un valor x, es cero, puesto que P(X=x,) = J.:U f(x)d x =0
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Nota: f(x) no representa la probabilidad de nada. Sélo cuando la funcién se integra entre
dos limites produce una probabilidad.

Las variables aleatorias continuas son: La Uniforme, La Normal, La Exponencial, La Ji-
Cuadrado.

Ejemplos:

1.- Sea la v.a. continua X con funcién de densidad f dada por:

2x , 0O0<x«l1
f(x)=
0, enotro lugar

Xo 1
Claramente, f(x) >0y IO f(x)d x = Ll 2xd x = x? 0 =1

_ 12 5|12 1 1
Para calcular P(X < ), debemos evaluar la integral IO 2xdx = x ‘0 = 5 =—

Cy? , 0O<y<2
0, en otro lugar

Para que f(y) sea una funcion de densidad vdlida buscaremos el valor de C tal que:

, encontrar el valor de C

2.- Dada f(y) ={

2
‘[0 Cy?dy =1, segin la propiedad (2) de f. Integrando:

2 y? |2 2 0°
Cy?dy =€ Z—| =C| —+—
J,cyiay o{3+3

3

3 3
Entonces: C 2—+O— =1

3 3
Por lo tanto:

C[8/3 +0]=1
Despejando: C=3/8.
23, 3\ y32 3.y*2 8 1 7

Podemos evaluar P1<Y<2)=| “vydy=| |2 | ==*2 | ="~ ="~
odemos evaluar P( )'[8yy[8j31831888

3.- Un vendedor de kerosene tiene un tanque de 150 galones que se llena al principio de
cada semana. Su demanda semanal tiene una frecuencia relativa que crece
constantemente desde O hasta 100 galones y permanece constante entre 100 y 150
galones. Si Y denota la demanda semanal en ciertos galones, la frecuencia relativa de la
demanda se puede representar por:

y, 0<y<1
fly)=9 1, 1<y<15
0, enotro lugar

Calcular: P(O<y<05),P(0<y<12)
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Solucion:
2

| 0.5
PO<y<05)= [ ydy =% ;0125

2
1 1.2
PO<y<12)= joydy +I1 ydy =05+0.22=0.72
5. MEDIA Y VARIANCIA DE UNA VARIABLE ALEATORIA
5.1. MEDIA

Sea X una variable aleatoria discreta con funcidn de probabilidad p(x;). Entonces, el valor
esperado de X (media o esperanza matemdtica de X), E(X), estd definido por:

E(X) = in p(Xi )

Si p(x;) es una caracterizacion exacta de la distribucién de frecuencias de la poblacidn,
entonces E(X)=p, que es la media de la poblacion.

Ejemplo: Consideremos una variable aleatoria discreta X, que puede tomar los valores O, 1,
2 con distribucion de probabilidad dada por:

P

N = OfX

ENTRRE NN oo
| | 1= 1%
—

Entonces:
g = E(x) = (0*1/4) + (1*1/2) + (2*1/4) = 1

Es el valor alrededor del cual se sittan los valores de x.
Propiedades de E(X)

1) Sea ¢ una constante. Entonces E(c)=c

2) E(cX) = cE(x), siendo ¢ una constante.

3) Sean X e Y dos variables aleatorias cualesquiera. Entonces:
E(X+Y) = E(X) +E(Y).

4) E(X+£ ¢) = E(X) £ ¢, donde ¢ es una constante.

B)E[(x-u)?] = E[x?- 2ux + u?] = E(x?) - 2uE(x) + E(u®) = E(x?) - u?

Ejemplo: Utilizando la propiedad 5, calcular Var(Y) del ejemplo anterior.
Del el ejemplo anterior se tenia que la media p = 1y por tanto:

3
EG?) =Dy p(y) = (0)(1/4) + (1)(1/2) + (2)%(1/4) = 1.75

y=0
Luego:
c®=E(Y)-u*=175-(1)"=0.75
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5.2. VARIANCIA Y DESVIACION ESTANDAR

La varianza de una variable aleatoria X estd definida como el valor esperado de (u - x)°. Es
decir:

Var(X) = E[(X ~u)ls 3 [(X — 1)* p(x)]
La desviacion estdndar de X es la raiz cuadrada positiva de Var(X).

Si p(x;) es una caracterizacion exacta de la distribucion de frecuencias de una poblacidn,
entonces E(X)=p, VAR(x)=c° es la varianza de la poblacién y o es la desviacién estdndar de
la poblacién.

Los pasos de cdlculo son:

1. Restar la media de cada valor y elevar el cuadrado la diferencia.
2. Multiplicar cada diferencia al cuadrado por su probabilidad.

3. Sumar los productos resultantes para llegar a la variancia.

Ejemplo: Encontrar la media, la varianza y la desviacion estdndar de la variable aleatoria VY,
cuya distribucién de probabilidad es:

Y p(y)
0 1/8
1 1/4
2 3/8
3 1/4
Entonces:
3
u=E(Y)=Dyp(y) = (0%1/8)+ (1*1/4) + (2*3/8) + (3*1/4) = 1.75
y=0

3
o? = E[(X -u)’l= D (¥ - #)P(Y)
y=0

=(0-1.75)%(1/8)+ (1-1.75)%(1/4)+(2-1.75)*(3/8)+(3-1.75)*(1/4)
=0.9375

c=vo? =+/0.9375 =097
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EJERCICIOS

1. Resuelva lo siguiente:

a. 40!/35!
b. /P4
C. 562

2. En una encuesta médica, aleatoriamente se seleccionaron 4 de 10 personas
disponibles. ¢Cudntos grupos de diferentes de 4 son posibles?

3. Una empresa de mensajeria con viajes durante la noche, debe incluir cinco ciudades
en su recorrido. ¢Cudntas rutas diferentes posibles suponiendo que no importa el
orden en que las ciudades se incluyen en el recorrido?

4. Una organizacién nacional de encuestas ha elaborado 15 preguntas destinadas a
evaluar la eficiencia de un Hospital estatal. El entrevistador seleccionard 10 de
tales preguntas. {Cudntos diferentes arreglos existen para el orden de las 10
preguntas seleccionadas?

5. Describa las caracteristicas de una distribucién probabilistica discreta

6. Determine la media y la variancia de la siguiente distribucion probabilistica

discreta.
X P(X)
2 0.50
8 0.30
10 0.20

7. El director de admisiones de la universidad de Ingenieria, estimé como sigue la
admision de estudiantes para el semestre de otofio con base en pasadas
experiencias.

Admisién Probabilidad
1000 0.60
1200 0.30
1500 0.10

¢Cudl es el nimero esperado de alumnos admitidos para el semestre de otofio?.
Evalle la variancia y la desviacién estdndar.

8. La produccién de un analgésico, en u.f. estd distribuida segin una funcién continta:
F (x)= 5*(1 - x) donde O¢x<¢1

Calcular:

La produccién media

La desviacion Tipica

El coeficiente de variacion

La moda.

a0 o e
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CAPITULO OCHO
DISTRIBUCION PROBABILISTICA BINOMIAL

Es una distribucion de probabilidades discreta y tiene las siguientes caracteristicas:

1. Un resultado de un experimento se clasifica en una de dos categorias mutuamente
excluyentes que son éxito o fracaso

2. Los datos recopilados son resultados de conteos.

3. La probabilidad de un éxito permanece igual para cada ensayo. Lo mismo sucede con la
probabilidad de fracaso.

4. Los ensayos son independientes, lo cual significa que el resultado de un ensayo no
afecta al resultado de algin otro.

5. Una probabilidad binomial se determina como sigue:

P(r)=nCrp'q""

6. La media se calcula como sigue:
4 = np

7. Lavariancia es:

o’ =np(1-p)

Nota: Cuando n =1 la distribucion binomial corresponde a la distribucién Bernoulli con
pardmetro p.

Ejemplo:

Todos los dias se seleccionan, de manera aleatoria, 15 unidades de un proceso de
manufactura con el propésito de verificar el porcentaje de unidades defectuosas en la
produccion. Con base en informacion pasada, la probabilidad de tener una unidad
defectuosa es de 0.05. La gerencia ha decidido detener la produccién cada vez que una
muestra de 15 unidades tenga dos o mds defectuosas. ¢Cudl es la probabilidad de que, en
cualquier dia, la produccidn se detenga?

Solucion:

Si el modelo apropiado para esta situacion es la distribucién binomial, se puede suponer que
las 15 unidades que se seleccionan al dia, constituyen un conjunto de ensayos
independientes de manera tal que la probabilidad de tener una unidad defectuosa es 0.05
entre ensayos. Sea X el ndmero de unidades defectuosas que se encuentran entre las 15.
Para n = 15 y p = 0.05, la probabilidad de que la produccion se detenga es igual a la
probabilidad de que X sea igual o mayor que dos. De esta manera:

P(X>2)=1P(X>1)=1-P(X<2)

= 1-[P(X = 0) + P(X = 1) = 0.1709
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL

LA DISTRIBUCION NORMAL

Se dice que la variable X tiene una distribucién normal con pardmetros uy o,y se escribe
X ~ N(u,6%), si su funcién de densidad es:

£(x) = \/%O-e—l/z(;]

, con -oo<pcoo, 620, xeR

Cada par (1,6%), da lugar a una distribucién diferente y cuando se tiene valores dados de p
y 6° se determina completamente a la distribucién normal de interés.

La curva normal es simétrica
Con dos mitades idénticas

" /

Extremidad Extremidad
(o cola) (o cola)

\ Y

En teoria, la curva se
extiende hasta - «

Este modelo que vamos a emplear para representar la distribucion de ciertos variables
continuas, en poblaciones inmensamente grandes tiene las siguientes caracteristicas:

1.- Es acampanada y la media, la mediana y la moda son iguales.
2.- La distribucion probabilistica es simétrica con respecto a la media
3.- La curva normal decrece uniformemente en ambas direcciones a partir del valor

central. Es asintética, lo que significa que la curva se acerca cada vez mds al eje X,
pero en realidad nunca llega a tocarlo.

4.- Es descrita completamente por la media y la desviacidn estdndar.

5.- Existe una familia de distribuciones normales. Cada vez que cambian la media o la
desviacién estdndar, se origina una hueva distribucién normal.

6.- La variable asume todos los valores reales, es decir va de - a
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL ESTANDAR

La distribucién normal estandar es un caso especial de la distribucién normal.

Sea Z una v.a con media O y desviacion estandar de 1, es decir, Z ~ N (0,1), entonces Z es
una variable con distribucién Normal Estdndar.

Cualquier distribucion normal puede convertirse a una distribucién normal estdndar
mediante la siguiente formula:

X—

z=""",donde X ~ N (u,6%)
o
Z~N(0,1)
Donde:
x: es el valor de cualquier observacidn especifica de la distribucion N

w: es la media de la distribucién N
o: es la desviacién estdndar de la distribucién N

Estandarizando una distribucién normal podemos apreciar la distancia de la media en
unidades de la desviacién estandar.

La funcidn de densidad de la distribucién de probabilidad normal estdndar serd:

La funcidn de distribucién Acumulada es:

X 2

J.etzdt

—00

®(x)=P[X <x]= [f(t)dt = Jzim

Graficamente:

¢ (X)
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AREAS BAJO LA CURVA
Las dreas bajo la curva normal generalmente se utilizan en tres dreas que son:

1- Aproximadamente 68% del drea bajo la curva normal estd dentro de mds una 'y
menos una desviacion estdndar respecto de la media. Esto puede expresarse como
utlo.

2.- Aproximadamente 95% del drea bajo la curva normal estd dentro de mds dos y
menos dos desviaciones estdndares respecto a la media, lo que se expresa p + 26.

3.- Prdcticamente toda el drea (99.74%) bajo la curva normal estd dentro de tres
desviaciones estdndares respecto de la media (a uno y otro lado), lo cual se escribe
u+ 3o.

Y

u-3c u-20c u-lc u wu-lo u-2c u-3o
<— 68.26 >

< 954 ———>

99.74
Otras Propiedades:
1.- Si x tiene distribucion N(0O,1), entonces para todo x real positivo se cumple:
o(-x)=1-¢(x)
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2.- Si la variable X tiene distribucién N(u,c%), entonces la variable Z, definida por
X_
Z= J, tiene distribucion N(0,1) esta propiedad indica lo siguiente: cualquiera
c
que sea los valores de los pardmetros de la distribucién N(u,c%), ella puede ser
transformada a una N(0,1). Segin la transformacion Z anterior, las distribuciones
probabilidades correspondientes a X pueden ser calculados a partir de la

L . X—= . .
distribucién de la variable Zzi’u, a la que se denomina variable normal
o

estandarizada. Al proceso de transformacién aplicado se le denomina
"estandarizacion”.

3.- E(x)= ny Var(x)=c®

4.- Si la var. X tiene distribucion N(u,c%), entonces la variable Y= ax + b tiene
distribucién N(au+b, a’c?)

TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

Para valores de x, que varian a intervalos de un centésimo, generalmente desde O hasta
3.49, el cuerpo de la tabla presenta valores de ¢(x). Esta tabla se usa de dos maneras :

Uso directo: dado x se halla ¢(x).
Uso inverso: dado ¢(x), hallar x.

X ]0.00 001 0.02 0.03...ncnennes 0.09

0.0

0.1 |.... $(0.11)= 0.0438

LO | s $(1.09)= 0.3621
L1 | $(1.13)= 0.3708

34 | e $(3.42)= 0.4997

Donde:

$(0.11)=0.5438, ¢(1.09)=0.8621, ¢(1.13)=0.8708, #(3.42)=0.9997
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A= 0.8621

z=1.09

#(1.09)= 0.8621

Ejemplos: sea X ~N(0.1). dado x, hallar ¢(x)

1.-

Para x= -1.85, ¢(-1.85)= 1 - $(1.85)=1- 0.9678=0.0322

Graficamente:

0.032

-1.85

2-  Parax=2,P(X < 2)= (2)= 0.9772

3- PO <X<2)= ¢(2) - $(0)= 0.9772-0.50=0.4772

OTRA FORMA DE VER LA TABLA:

0.00 001 002 0.03...reinne 0.09

0.0
0.1

1.0
11

34

......... $(0.11)= 0.0438

............................................................................... $(1.09)= 0.3621

........................ $(3.42)= 0.4997

Donde: ¢(0.11)=0.0438, ¢(1.09)=0.3621, ¢(1.13)=0.3708, ¢(3.42)=0.4997
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A= 0 36217

z=1.09

$(1.09)= 0.3621

APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo 1: Se sabe que el didmetro de ciertos rodamientos producidos por una mdquina,
sigue una distribucion normal con media u=15 cm. Y 6=0.02 cm. para que el rodamiento sea
considerado como no defectuoso, su didmetro debe variar entre 14.98 y 15.02 cm.
a. ¢Cudl es la probabilidad de que un rodamiento escogido al azar sea defectuoso?
b. ¢Qué probabilidad existe de que en un una caja de 50 rodamientos producidos
hayan exactamente tres rodamientos defectuosos?
Solucion:

Sea la variable aleatoria X que indica la longitud de los didmetros
a. La probabilidad de que cada rodamiento sea no defectuoso es:

P[14.98 < X <15.02]=P[-1<Z <1]=0.6826

NG

14.98
12 N2
Luego la probabilidad de que un rodamiento sea defectuoso es:

1-0.6826=0.3174

b. Sea la variable aleatoria Y que denota el nimero de rodamientos defectuosos en una caja
de 50 unidades. Entonces, Y tiene distribucion binomial con pardmetros n=50 vy
p=0.3174.

Luego, P[Y =3]= [goj(0.3174)3(0.6826)47 ~0

Ejemplo 2: El tiempo de duracién de un foco de luz estd normalmente distribuido, con una
duracion media de 800 horas y una desviacion estdndar de 200 horas. Se compran 500 de
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estos focos. ¢Cudl es la distribucion de probabilidad del nimero de focos que estardn en
servicio después de 1000 horas?

Solucién:
Sea la variable X: Tiempo de duracién de los focos, X ~ N(800,200%). Que el foco esté en

servicio después de 1000 horas, significa que el tiempo de duracion X, sea mayor que 1000
horas.

Entonces, P(X >1000) =1 P(X 31000)21-.p[x"800<<1000—800}

200~ 200
=1-P(Z<1)=1-¢(1)=1-0.8413 = 0.1587

De otro lado, si la produccion de focos es muy grande, los 500 focos que se compran
constituyen ensayos independientes de Bemoulli, con probabilidad de éxito igual P(x>1000).
Entonces, el nimero de focos que duran mds de 1000 horas es una nueva variable aleatoria,
Y, con distribucién binomial cuyos pardmetros son n=500 y p=0.1587.
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EJERCICIOS RESUELTOS

Ejercicio 1: El tiempo empleado de ir de un Centro de Salud al Hospital por la ruta A se
distribuye normalmente con media igual a 27 y desviacién tipica igual a 5; mientras que por
la ruta B, la distribucion es normal con media igual a 30 y desviacién tipica igual a 2. ¢Qué
ruta conviene utilizar si se dispone de: a. 30 minutos? b. 34 minutos? c. En cudl de
las rutas se tiene la mayor probabilidad de llegar antes de 30 minutos?

Solucion: Ruta A: = 27 =5 Ruta B: = 30 c=2

a. ¢Qué ruta conviene utilizar si se dispone de 30 minutos?

, 30213
5 5
P(x<30) = P(z<0.6) =0.5000+A(0.6) = 0.50000+0.22575 =0.72575 P(x<30) =
72.58%
A =
v
W WV
> Z
v
2k 28 W 74 4
4

o

Como interesa el porcentaje favorable mayor para P(x<30) que significa llegar temprano, en
este caso conviene elegir la ruta A que da un valor para P (x<30) 0.7528 = 72.58%
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b. ¢Qué ruta conviene utilizar si se dispone de 34 minutos?

, _34-27 _
A 5
P (x<34) = P (z<1.4) = 0.5000 + 0.41924 = 0.91924

1.4

177 22 27 E/g) 22

1.4

A\ 4
N

34-30 4
ZB= 2 =E=2

P (x<34) = P (2<2.0) =0.5000 + 0.47725 = 0.97725

2K/ 2R W 2V

A
N

2

En este caso, elegimos la ruta B, por que representa el porcentaje favorable mayor para
llegar temprano, ya que da un valor P (x<34) = 0.9772 = 97.72%

Ejercicio 2: En cierta clinica, el salario medio de los médicos es de $ 3.60 por hora y la
desviacién estdndar es de 45 centavos de ddlar. Si se supone que los salarios tienen una
distribucién normal, ¢Qué porcentaje de de médicos percibe salarios entre 3.00 y 3.500
por hora?
Solucion:

Se sabe que:  p= 3.6 o= 0.45

,_300-360_-060_—4_ ., ,_350-360_-010_-2_ ..,
0.45 045 3 0.45 045 9
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La solucién es el drea comprendida entre los valores de z = -0.22 y z = -1.33. Por simetria
podemos calcular esa drea:

A1=A2

2N RA A

\ 4

-1.33 -022 0
Area pedida: A (1.33) - A (0.22) = 0.4082 - 0.0871 = 0.3211 = 32.11%

Ejercicio 3: En una poblacién de 3,428 adultos, la distribucion de las estaturas es
aproximadamente normal, con media 140 centimetros y desviacién estdndar de 25
centimetros. Calcule el nimero de dichas personas con estatura:

a. Superior a 170 centimetros

b. Inferior a 90 centimetros

c. Comprendida entre 1 metro y 1.50 metros

d. Comprendida entre 1.80 m.y 190 cms.

e. Comprendida entre 1 m.y 130 cms.

f. ¢Entre que valores queda ubicado el 40% central? El 68.26? el 95.44? y el 99.74%?
Solucion:
Poblacién adultos: 3,428 p= 140 cm. o= 25 cm.
a. Superior a 170 centimetros

- 170-140 :§:1.2
25 25

El drea que buscamos serd: 0.5 - A(1.2)

A (1.2) = 0.38493

0.5000 - 0.3849 = 0.1151 = 11.51%

El 11.51% de 3428 es 395 personas, es decir que hay 395 personas con estatura superior a

1.70 cm.

1 4N 17 7N
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c. Comprendidaentre 1 m.y 1.5 m.

A\ 4

P(l<x<15)=?

100-140 _—40 150-140 10
z= -~ -_16 z= S

———=—-=04
25 25 25 25

El drea que buscamos es: A (-1.6) + A (0.4) = A (1.6) + A (0.4)

0.1554

17NN 14N 1A/N

\4

-1.6 0 04

El drea buscada es = 0.4452 + 0.1554 = 0.6006 = 60.06%
El 60.60% (2,059 personas) tienen una estatura comprendida entre Im.y 1.5 m.

d. Comprendida entre 1.8 m.y 1.9 m.
P(18<x<19)=?

180-140 40 190-140 50
Z=7=7=1.6 1= ==
25 25 25 25

2

El drea que necesitamos encontrar es: A (2) - A (1.6)

N\

N

150 18N
1.6 2

A
N
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El drea buscada es = 0.47725 - 0.44520 = 0.03205 = 3.2%
El 3.2% (110 personas) tienen una estatura comprendida entre 1.8m.y 1.9 m.

f. (¢Entre que valores queda ubicado el 40% central? Buscando el drea 0.200 en la tabla
encontramos para z el valor 0.52 = 0.1985 Y 0.53 = 0.2019, que interpolado resulta 0.524.

= X, =Z0+p

x; = 0.524 (25) +140 =13.10 + 140 x; = 1563.10 ala derecha

x; = -0.524 (25) +140 = -13.10 + 140 x; = 126.90 a la izquierda

126.9

A\ 4

-0.524 0 0.524

El 40% central queda ubicado entre 126.90 y 153.10
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4.

EJERCICIOS

Enumere las principales caracteristicas de una distribucién probabilistica normal
Solucion:
Las principales caracteristicas son:

a.

La curva normal tiene perfil de campana y presenta un solo pico en el centro
exacto de la distribucion.

La distribucién probabilistica normal es simétrica con respecto a su media.
La curva normal decrece uniformemente en ambas direcciones a partir del
valor central

La media de una distribucién probabilistica normal es 60, y la desviacién estandar

es b.

a.

¢Aproximadamente qué porcentaje de las observaciones se encuentra entre 55
y 65?

¢Aproximadamente qué porcentaje de las observaciones se halla entre 50 y 70?
¢Aproximadamente qué porcentaje de las observaciones se halla entre 45y 75?

Solucion:

Sea: u=60y oc=5

a.

X: v.a. que indica porcentaje de las observaciones

Sabemos lo  siguiente:

68% ~u + 1o, si probamos los valores tenemos:

60-5<x<60+5

55<x<65

Por lo tanto: aproximadamente 68% de las observaciones estdentre 55y 65
Sabemos que :

95%~u + 20,

Remplazando p y ¢ tenemos:

60-2(5)<x<60+ 2(5)

50<x<70, por lo tanto aproximadamente 95%de la observaciones estdn entre
50y 70

Sabemos que 99.74%~u + 3¢

Remplazando p y o tenemos

60-3(5)<x<60+3(5)

Las cantidades de dinero en solicitudes de préstamo para causas sociales que
recibe una institucidn, estd aproximadamente distribuida en forma normal con una
media de $70000 y una desviacién estdndar de $ 20 000. Una solicitud de préstamo
se recibié esta mafiana.

¢Cudl es la probabilidad de que

=]

. la cantidad solicitada sea de $ 80 000 o mds?
b. la cantidad solicitada esté entre $ 65 000y80 000?
e.
f

La cantidad solicitada sea de $ 65000 o mds?
20% de los préstamos sean mayores que cudl cantidad

La investigacion sobre nuevos delincuentes juveniles que fueron puestos en libertad
bajo palabra por un juez, revelé que 38% cometieron otro delito.
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a. <Cudl es la probabilidad de que los dltimos 100 nuevos delincuentes juveniles
puestos en libertad bajo palabra, 30 o mds delincan otra vez?

b. ¢Cudl es la probabilidad de que 40 o menos de los delincuentes cometan otro
delito?

c. ¢Cudl es la probabilidad de que entre 30 y 40 de los delincuentes cometerdn
otro acto ilicito?

5. Pruebas realizadas en ampolletas eléctricas de la marca “X", indican que el periodo
de duracion se distribuye normalmente con media igual a 1.9 horas y desviacién estandar
igual a 65 horas. Estimar el porcentaje de ampolletas que se espera que duren:

a. Mds de 2.2 horas

b. Menos de 1.8 horas.

6. El fiempo empleado, en minutos, en ir de un pueblo a una centro de salud por la ruta
R se distribuye normalmente con media igual a 29 y desviacién tipica igual a 8; mientras
que por la ruta M, la distribucién es normal con media igual a 32 y desviacidn tipica igual
3. (Qué ruta es conveniente usar si se dispone de:

a. 30 minutos
b. 35 minutos
7. En la clinica "X" , el salario medio del personal médico es de 20.0 n.s. por horay la

desviacion tipica es de 0.8 n.s.. Si se sabe que los salarios presentan una distribucién
normal ¢Que porcentajes del personal percibe salarios entre 15.0 y 18.0 por hora.

8. En una poblacién de 2,548 adultos, la distribucion de las estaturas es
aproximadamente normal, con media 150 cms. y desviacién estdndar 27 centimetros.
Calcule el nimero de dichas personas con estatura:

a. Inferior a 95 centimetros
b. Superior a 180 centimetros
C. Comprendida entre 170 cms. Y 180 cms.
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CAPITULO NUEVE

PRUEBAS DE HIPOTESIS

1. HIPOTESIS:

Son supuestos o enunciados que pueden o no ser verdaderas, relativas a una o mds
poblaciones y pueden ser:

(a) Hipotesis nula: Denotada con Ho, determina supuestos o conjeturas de la poblacion o
poblaciones bajo estudio, con el propésito de rechazar. En ella se indica que no hay
cambios, que no hay diferencias o se propone un modelo tedrico determinado. Por lo
comin es una afirmacién de que el pardmetro de poblacién tiene un valor especifico.

(b) Hipétesis alternativa: Denotado con Hi, determina supuestos o conjeturas de la
poblacion o poblaciones bajo estudio con el propdsito de no rechazarla.

Afirmacién o enunciado que se aceptard si los datos muestrales proporcionan amplia
evidencia de que la hipdtesis nula es falsa.

2. CLASES DE HIPOTESIS

Las hipédtesis son:

(a) Hipotesis simples, es la hipotesis que da valores exactos para todos los pardmetros
desconocidos de la ley de probabilidad asumida.

(b) Hipotesis compuesta, es la hipétesis que no da valores exactos, sino tiene un conjunto
de valores para todos los pardmetros desconocidos de la ley de probabilidad asumida.
Se refiere a regiones de valores.

Prueba de hipétesis: Es un procedimiento basado en la evidencia muestral y en la teoria de

probabilidad que se emplea para determinar si la hipétesis es un enunciado razonable y no

debe ser rechazada, o si es irrazonable y debe ser rechazada.

3. PROCEDIMIENTO DE CINCO PASOS PARA PROBAR UNA HIPOTESIS

Paso 1: Plantear Hipétesis nula y Alternativa

Paso 2: Seleccionar un Nivel de significacién

Paso 3: Identificar el Valor estadistico de prueba

Paso 4: Formular una regla de decisién

Paso 5: Tomar una muestray llegar a una decisién

Finalmente: Aceptar Ho, o bien rechazar Hoy aceptar H;
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Nivel de significacion: El riesgo que se asume acerca de rechazar la hipétesis nula cuando
en realidad debe aceptarse por ser verdadera.

4. TIPOS DE ERROR

Error Tipo I: Se refiere a la probabilidad de rechazar la hipétesis nula, Ho, cuando en
realidad es verdadera. Se busca minimizar este tipo de afirmacion.

1- a: Serefiere a la probabilidad de no rechazar la hipétesis nula, Ho, cuando en realidad
es verdadera. Se busca maximizar este tipo de error.

Error tipo II: Se refiere a la probabilidad de aceptar la hipétesis nula, Ho cuando en
realidad es falsa. Este tipo de error busca aceptar lo que espero que no se acepte.

1- B: Se refiere a la probabilidad de rechazar la hipétesis nula, Ho, cuando en realidad es
falsa. No se busca maximizarlo por que nunca se va aceptar la Ho.

Lo ilustramos mejor en el siguiente cuadro:

El investigador

Hipotesis
Nula No Rechazar Rechaza
Ho HO
Error TipoI = «
Si Hp es verdadera Decisién Correcta =(1-a.) Nivel de significacion
Si Ho es falsa Error Tipo IT = B Decisién Correcta = (1- B)

Potencia

Por tanto las probabilidades de error tipo I y tipo II estdn dadas por las siguientes
proposiciones:

a= P (rechazar Ho | Hoes cierta) = 1-a = P (no rechazar H,/ Ho verdadera)

B = P (no rechazar Hy | hoes falsa)=>1-p = P (rechazar Ho / Ho es falsa)

5. FUNCION POTENCIA

Representa la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando ésta es falsa, es decir,
cuando el valor del pardmetro de H; (hipétesis alternativa) es cierto. Esta definida
mediante la siguiente funcién:

P(®) =1 - B(6)
Donde:
0 : Es el pardmetro de interés
B(6): Funcidn caracteristica del error tipo IT

La potencia de una prueba es detectar que Hy es, realmente falsa, de aqui el uso de la
palabra “potencia”.
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Valor estadistico de prueba: Es un valor determinado a partir de la informacion muestral,
que se utiliza para aceptar o rechazar la hipétesis nula.
El valor estadistico de prueba que se utilizard ahora es el llamado valor Z
(o desvio hormal),que se determina a partir de datos muestrales:
X—u

o
Jn
Donde:
o : Desviacién estandar de la poblacion
n : Ndmero en la muestra
X : Media muestral
u : Media poblacional

Para tamafios de muestra n < 30, no se necesita un andlisis preliminar del valor estadistico
de la variable, pero para un tamafio de muestra n > 30, si se necesitaria un andlisis
preliminar de las variables.

6. TOMA DE UNA DECISION

Es la de afirmar que no hay evidencias suficientes para “rechazar” la hipdtesis nula. La
hipétesis nula se rechaza en el nivel de significacion 0.05. Se toma la decision de rechazar
Ho debido a que 2.34 se encuentra en la region de rechazo, es decir, mds alld de 1.645, si
hubiera sido calculado el valor igual a 1.645 o menor, la hipétesis nula seria aceptada.

7. PRUEBA DE DOS COLAS

Si no se especifica la direccién segun la hipétesis alternativa, se aplica una prueba de dos
colas o extremidades. Como ejemplo tenemos:

Ho: No hay diferencia entre las cantidades de asistencia técnica oferta y demanda.
Hi: Hay una diferencia entre las cantidades de oferta y demanda

Si se rechaza la hipdtesis nula y se acepta H; podria la cantidad de asistencia técnica
oferta ser mayor que la demanda o viceversa. Para dar cabida a estas dos posibilidades, el
5% que representa el drea de rechazo se divide por igual en las dos colas de la distribucion
muestral.

Region de Region de
rechazo rechazo
0,025 Region de 0,025

aceptacion
o>
i
0 Escala
;}éﬁﬁ -1.96
Valor
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8. PRUEBAS PARA LA MEDIA DE POBLACION

8.1. MUESTRA GRANDE Y SE CONOCE LA DESVIACION ESTANDAR DE LA
POBLACION

X —p
= ~
= N(0.1)
Jn
Ho H; R,
H=Ho = (<po) Z<-21.,
= g (Ouo) 2> 75
U Ho Z<-210s2 6 D> Z10p2
| ZI> Z1-/2
H=Ho H<to Z-2Zy
H<Ho Thdte D 21

Ejemplo: Un comprador de ladrillos cree que la calidad de los ladrillos estd disminuyendo.
De experiencias anteriores, la resistencia media al desmoronamiento de tales ladrillos es
200 Kg, con una desviacién tipica de 10 Kg. Una muestra de 100 ladrillos arroja una media
de 195 Kg. Probar la hipétesis. La calidad media no ha cambiado, contra la alternativa que
ha disminuido.
Solucion:
1.Ho: p=200kg. Y Hi:p<200 kg.
2. Escogemos el nivel de significacién o = 0.05
3. La estadistica de prueba es X . Desde que la muestra es grande n = 100, la distribucidn
de Xes:

10°
N | 200,—— [= N (200, 10)

100

(Teorema central del limite). Luego,

_X-u

i a/\/ﬁ

z o esN(0,1)
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4. R .C =0, % >donde X talque P[X <X /H,|=a
C

g p X—,uo<xc—200
o/n  10/10
de donde Z, = X, - 200 = -1.64, luego X, = 198.36

} =P [Z <X-200] =005

R.C.=<- o, 198.36>.
5. Célculo de media muestral: del enunciado una muestra de n = 100, da X = 195.

6. Conclusion: Puesto que X =195 € R.C. = < - , 198.36>. Rechazamos Ho.

8.2. MUESTRA GRANDE Y SE DESCONOCE LA DESVIACION ESTANDAR DE LA
POBLACION

X-n
T = ~ T
~/n
Ho Hl RC

M=o p=p (<po) Te-t1,

u=p1 (Opo) LB

UL, Ttz 0 T 11002

H2Ho <Ko Tt
1 <o [TEgU T 11w

Ejemplo: Una mdquina para enlatar conservas de pescado ha sido regulando para que el
contenido de una lata sea 16 onzas. Usando o = 0.05, ¢Diria Ud. Que la mdquina ha sido
adecuadamente regulada, si una muestra de 20 latas dio un peso medio de 16.05 onzas y una
desviacidn tipica de 1.5 onzas?.

Solucion:

1.H,:n=16 y Hiip=16

2.a=0.05
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3. Puesto que n = 20 es pequefio y suponiendo que la poblacion tiene distribucién
aproximadamente normal, usamos la variable aleatoria.

X —
T= /fo que tiene una distribucién t con n - 1= 19 grados de libertad como estadistica
S/~/n

de prueba.

4, Region Critica: T<-1,,2=-2.0936 T>t,.=2.093, con o/2 = 0.025, para buscar en la
tabla tomamos
1-a/2=0.975 luego, R.A.=<-2.093,2.093>

5. De los datos X = 16.05, s = 1.5 para n =20, entonces

X—p, _ 16.05-16

t= =
s/-/n

0.148

1.5/420 ~

6. Conclusion: desde que t = 0.148 < R.A, aceptamos H, ; es decir se acepta que la maquina
ha sido adecuadamente regulada.

9. PRUEBA DE HIPOTESIS PARA UNA PROPORCION

Las pruebas de hipétesis con relacién a proporciones son bdsicamente iguales a las relativas
con medias. Para probar la hipétesis de la proporcién se usa la siguiente estadistica de
prueba:

~ N(0.1)

Donde: P = Proporcién Muestral.

P, L .
0 = Proporcidn Poblacional.

POQO
"M = Error Estdndar de la Proporcién Poblacional.

Ho H, Rc
P = Po P =p:(<po) Z<-21,
pP=p1(>po) 2> 7.,
P # Po Z<-21..72 0 2> 2102
P2 po P< Po Z<-21.
P = Po P> Po L 21
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Ejemplo: Un investigador afirma que el 80% de los nifios de un PP.JJ trabajan. ¢Cree Ud.
Que tal afirmacion es cierta si, en una encuesta aplicada a ese PP. JJ resulta que el 88% de
nifios trabajan? (n = 1000).

Solucion:
1- Ho : p=0.8
H1:p= 0.8

2.- o« =0.01
3.- La estadistica para la prueba es:

7 _ P-P,

PoYo
N_| ~ N(0.1)y tiene Re:
zc <-2.58 y zc >2.58
4.- P=0.88 n=1000
0.88-0.8

= 22700 _0.08
(0.8)(0.2)
" 1000

5.- Como Z = 0.08 < Zc = 2.58, enfonces no se rechaza Ho, es decir, no hay pruebas
suficientes para afirmar que el 80% de los nifios en un PP.JJ. trabajan.

10. PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE LA DIFERENCIA ENTRE MEDIAS

Para muchos problemas prdcticos es interesante determinar si existe o no una diferencia
significativa entre las medias p, y p, de dos poblaciones de las variables X y Y. La prueba
de hipdtesis para dos medias, tiene la misma aplicacion que la de una sola media, salvo que
se hecesitan dos muestras de cada poblacidn.

10.1. PRUEBA DE DIFERENCIA DE MEDIAS CON G, =G, PERO DESCONOCIDAS,
EN MUESTRAS PEQUENAS

Si se quiere probar la hipétesis sobre la diferencia de medias, cuando los tamafios de las
muestras son pequefios y las poblaciones tiene distribuciones normales, con varianzas
iguales, se utiliza la siguiente estadistica de prueba:
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T = (Xl — Xz)_do
1 1
Sy | —+—
n_n - t(nl+n2—2)
Donde:
g2 _(n, ~1)(8% )+ (n, —1)(S%2)
p =

n+n,-2
Que tiene una distribucién t con ni+n, -2 grados de libertad.

La prueba de hipétesis que se desean probar son:

Ho H, Rc
w-pe =do - pe < do T< 11
m - pz > do T t1.
-2 7 do T<-t1wrz 0 T>tiap2

Nota: do es una cantidad que toma valores positivos o cero y la cual representa la
diferencia propuesta entre los valores desconocidos de las medias.

Ejemplo: En un estudio, se ha determinado que en la region 1 las familias gastan un
promedio de 85 u.m. por consumo eléctrico, con una desviacion estdndar S; = 4 de una m.a
de 12 familias. En la regién 2 se ha tomado una m.a de 10 familias y se ha encontrado que
las familias gastan un promedio de 81 u. m., y con una desviacion estdndar S; = B, verifique
si en las dos regiones las familias presentan el mismo consumo promedio. Suponga que las
poblaciones son aproximadamente normales y fiene varianzas poblacionales iguales.
Solucion:

1- Ho:p=pz2 (- pe2=0)
Hl:plsz p2 (ul-p2=0)

2.- o =0.01

3.- La estadistica para la prueba es:

T = ()Tl — 72)_d0

X -X)-d,
C 1,1
P nl n2

- lon, ) y tiene RC:

T(20)

-1.725
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T-1725y T>1.725

4-  Xizgs X> 281
S1 = Sy = 5
ng =12 np = 10
11(1 2
s = H09+905) _, 0
12+10-2
T= (85 _811)_ 01 =2.07
4478 | —+—
12 10
5.- Se rechaza Ho y se concluye que las dos regiones no presentan el mismo consumo

promedio de la electricidad.

10.2. PRUEBA DE DIFERENCIA DE MEDIAS, CON o, #G, Y DESCONOCIDA EN
MUESTRAS PEQUENAS

Si se quiere probar la hipdtesis sobre la diferencia de medias, cuando los tamafios de las
muestras son pequefios y las poblaciones tienen distribuciones normales, con varianzas
diferentes, se utiliza la siguiente estadistica de prueba:

(Xl — Xz)_d

o
2

T =

wn

+

1 822
n,

>

1

~1(k)

Que tiene una distribucién t con K grados de libertad.

2
2 2
[Sl+s’2}
n n
k = ! 2 -2

2l b

Siendo: n, +1 n, +1

si k230 ¢ estadistico indicado sigue aproximadamente una ley normal estdndar y el
procedimiento a seguir es como en el caso donde se conocen las varianzas.

11. PRUEBA DE HIPOTESIS RELATIVA A LAS VARIANZAS DE DOS POBLACIONES

El procedimiento en la prueba de comparacién de varianzas es el mismo que las pruebas de
una sola varianza. Excepto que la estadistica de prueba es la variable aleatoria y tiene la
siguiente forma:
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F=""

821
522

~ F(n|_1~”2—2)

11.1. IDENTIDAD FUNDAMENTAL

Un estimador insesgado de la varianza de la poblacién se obtiene combinando varias
varianzas muestrales, las tres varianzas muestrales se pueden expresar por:

| ) 3
Z(le _X1_)2 Z(ij _Xz_)z Z(X3j _X&)Z
=k S LI~ i
n, —1 n, -1 n, -1

y la varianza combinada es:

_ (nl '1)812 + (nz -l)S; + (ns '1)S§

67 =
¢ n,+n,+n,-3
N n, N; S n
Z(xlj -%)’ +Z(x2j -%,) +Z(x3j %) D> (% - %)
j-1 j-1 j-1 i-1 j-1
A2
c = n-3 = n-3 1

Una segunda manera de estimar la varianza o, es mediante la relacion:

o)

>l

02
T n

Que se convierte en:

)

- , o .
Por consiguiente, estimando ~* podemos estimar c.
Para la primera muestra fenemos:

o’= nlo&2 =n (X -X)*
1 .

Para la segunda y terceras muestras, tenemos:

2 2 —2
= n - =N -
o 20')(2 2&2. X)
2 2 — 2
= n - =N -
© 3O-X3 3(X3. X)
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Por tanto:

1
2 - 2
3 222 ni()ﬁ_-i)z (o2 —g E ni(Xi.-X’

Para una estimacion insesgada, utilizamos los grados de libertad 3 -1 = 2 en vez de 3.
Entonces la segunda forma de estimar o; es:

3
R A
L=l

Dado Ho: pi=p2=p3, hay una tercera forma de estimar la varianza de la poblacion c2. Debido
a esta hipétesis podemos considerar las 3 muestras juntas como una gran muestra de
tamafio n = ny+n +n3. En este caso, un estimador insesgado de o, es:

&2 _ ZZ(Xij _i)2

n-1 . (3)

Esto nos lleva a que podamos establecer una relacién entre los numeradores de los tres
estimadores (1), (2) y (3) de 62, como sigue:

ZZ(XU -x)* = ZZ(XU -X)’+ ZZ(XL - X)’ :ZZ(XU -X%)’+ zzni(xi. - X)%..(4)

Total Dentro Entre

Donde:

2

2,206 =%) : suma total de las desviaciones al cuadrado.
2

2.2 0% = %) : suma de cuadrados dentro de los grupos.

2
N —X
ZZ (%6, =%) : suma de cuadrados entre los grupos.
La formula (4) indica que la suma total de desviaciones al cuadrado estd dividida en dos
partes. Expresada en términos del andlisis de regresion, la suma total de desviaciones al
cuadrado “entre” corresponde a las desviaciones “explicadas” y la suma "dentro” a las "no
explicadas”.

Obtencion de la formula (4):

Construimos la siguiente identidad:

X=X = (xg - 1)+ (- X)

Elevando el cuadrado ambos miembros obtenemos:

Oy - X0 = 0y - )R 20 - ) (0 - Xy (0 X2
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Sumando todos los valores, hallamos:

iZ(Xij -x)? =ZZ(Xij -%.)* +2ZZ(XU =X )(X, — X )+ZZ(XL -x )
i=1 j=1 P T 5

..D)
Total Dentro Entre

El érmino de los productos cruzados se puede calcular como sigue:

2ZZ(X” = %)% —X) = ZZ[W. -X )Z(Xij - Xi_)}
i ] 1 ]
Zi(xij — %)

Pero i es la suma de las desviaciones respecto a la media dentro de un grupo,
que es evidentemente cero. Asi pues, el término del producto cruzado desaparece y la
férmula (5) se convierte en la relacién presentada en la ecuacién (4). Esta identidad se
cumple independientemente si se cumple o no la hipdtesis de p=p =ps.

Ejemplo:
En la siguiente tabla se presenta el rango de notas de los alumnos de un curso divididos en
tres grupos:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
3 4 7
6 7 6
5 7 7
4 4 7
7 8 8
Total 25 30 35
Media 5 6 7

Aplicar las diversas relaciones que se han deducido.
Solucion:

1. la primera forma de estimar la varianza era por el método de la varianza combinada:

Xij X=X (le—xl)z X | Xy X% (ij—xlz)z | X XX (X317X3)z

Total
Media

X5
3 -2 4 9 4 -2 4 16 7 0 0 49
6 +1 1 36 7 1 1 49 6 -1 1 36
5 0 0 25 7 1 1 49 7 0 0 49
4 -1 1 16 4 -2 4 16 7 0 0 49
7 2 4 49 8 2 4 64 8 1 1 64
25 10 135 30 14 194 35 2 247

(&)1
o
~N
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s N

ZZ(XU -X%)’ 1
6t =24 (10+14+2)=2.17
n-3 =15-3

2. la segunda forma de estimar la varianza 2 era:

1 3
6’ = 3 IZ:ni(Xi._X)2
T s , puesto que nl= n2= n3= 5, esto se convierte en:

&= 31_1(5)[(5 —6)" +(6-6)2+(7—-6)]=5

3. la tercera manera de estimar la varianza c2 era:

X —X)°
DN . ) 151 1[135+194+247—(15)(6)2]:2.57
n-— = -

Por lo tanto la identidad fundamental se cumple:

ZZ(XU -X)? = ZZ(XU - %)’ + zzni(xi. - Xx)?

36 =26 + 10

11.2. APLICACION DE LA DISTRIBUCION DE F

La relacién de dos cantidades, u y v, que tienen distribuciones de y? independientes,
divididas por sus respectivos grados de libertad ¢; y ¢> se denominé razén de la varianza y
la distribucidn de esta razén de la varianza se denominé distribucion F.

Cuando aplicamos esto para demostrar la igualdad de las varianzas ©. = G2, encontramos
9 1 2

2 2
que la razén de los estimadores insesgados de @1 ¥ 92 satisfacia las condiciones para la
razén de la varianza y presentaba distribucion de F.
En funcion del presente problema, en el que queremos demostrar la igualdad de las medias,

formaremos una relacién con las sumas de cuadrados “dentro” y “entre” los grupos:

31_Zni(>_(i,—>_()2
B ZZ(Xij _ii.)2
n-3

Donde el numerador y denominador son estimadores insesgados de la varianza de la
poblacion c2. Por consiguiente, esta razon también tiene una distribucién de F. Esta razén
se puede presentar esquemdticamente como:
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F varianzaestimada"entre"
varianza estimada"dentro"

Recordemos que la varianza estimada “dentro”, que es una varianza combinada, estima c2
independientemente de si es o no cierta la hipétesis nula p = p; = ps.

Pero la varianza estimada de la suma de cuadrados “entre” estima o, solo cuando (a) las
muestras proceden de la misma poblacién, o (b) cuando las medias poblacionales de las
diferentes poblaciones son iguales. Como vemos, la (b) es equivalente a (a). Cuando las
medias de la poblacién no son iguales, la varianza estimada de la suma de cuadrados “entre”
serd cp+c, donde ¢ > O es una discrepancia debida a la desigualdad de las medias de la
poblacién y el resultado es que la razén de las varianza F serd grande. Si invertimos el
razonamiento, podemos decir que si F es significativamente grande hay razén para dudar
de la igualdad de las medias, o de que las muestras provengan de la misma poblacién.

Tabla de Andlisis de la Varianza

Fuente de Suma de cuadrados Grados de Cuadrado
variacion libertad medio Fc
Entre a a-1 S S
S, =Y n (X, —X)° g = °A FC=2A
A ; i ( i. ) A a-— 1 Sre
Dentro h-a S,

S, ZZZ(Xij_XL)z S'e:n_a

i=1 j=1

Total

a n; i S
St ZZZ(XU‘—X)Z ST:HII

i=1 j=1

Donde a = Nimero de Muestras.

a
n=Yn, .
i=l1
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EJERCICIOS

1.-

Se dispone de la siguiente informacion

HO:u=10

H1:p >10

La media de la muestra es 12 para una de tamafio 36. La desviacién estdndar de la
poblacion es 3. Utilice el nivel de significacién de 0.02

a. ¢Es ésta una prueba de una o de dos colas?

Enuncie la regla de decision

Calcule el valor del estadistico de prueba.

¢Cudl es su decisién respecto HO?

Determine el valor p

®c a0 0o

Una cadena de restaurantes afirma que el tiempo medio de espera de clientes por
atender estd distribuido normalmente con una media de 3 min. y una desviacion
estdndar de 1 min. su departamento de aseguramiento de la calidad hallé en una
muestra de 50 clientes en un cierto establecimiento que el fiempo medio de espera
era de 2.75 min. al nivel de significacién de 0.05, ¢es dicho tiempo menor de 3 min.?

a. Enuncie las hipétesis nula y alternativa

b. Formule la regla de decisién.

c. Calcule el valor estadistico de prueba.

d. <¢Cudl es su decisién respecto de HOinterprete el resultado. ¢Cudl es el valor p?

Una muestra de 64 observaciones se selecciona de una poblacién normal. La media
muestral es de 215, y la desviacién estdndar de la muestra es 15. Realice la
siguiente prueba de hipétesis utilizando el nivel de significacién de 0.03.

HO:u=220

H1:u >220

¢Es ésta una prueba de una o de dos colas?
Enuncie la regla de decisién.

Calcule el valor estadistico de prueba.
¢Cudl es su decision con respecto a HO?
¢Cudl es el valor p?

oo oe

Cuando fue contratada como servidora en un restaurante se dijo a Claudia Rojas:
“puedes obtener, en promedio, mds de $20 (ddlares) al dia en propinas”. A los
primeros 35 dias de su trabajo en el restaurante, el importe medio diario de sus
propinas fue $24.85, con una desviacién estdndar de $3.24. a nivel de significacién
de 0.01, ¢puede Claudia concluir que estd ganando mds de $20 en propinas?

a. Exprese la hipétesis nulay la hipétesis alternativa.

b. <Cudl es la regla de decision?

c. Evalde el valor estadistico de prueba

d. ¢Cudl es su decision respecto a la hipétesis nula? Interprete el resultado.

Una muestra de 65 observaciones se seleccioné de una poblacién algo normal. La
media de la muestra es 2.67, y la desviacién estdandar 0.75. Una muestra de 50
observaciones se selecciona de una segunda poblacién algo normal. La media de la
muestra es 2.59, y la desviacion estdndar 0.66. Efectie la siguiente prueba de
hipétesis utilizando el nivel de significacion de 0.08.
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HO:ul= p2
Hl:p,l >ul

a. ¢Es ésta una prueba de una o dos colas?
b. Exprese la regla de decisién
c. Calcule el valor estadistico de prueba.
d. ¢Cudl es su decision respecto a HP?
e. ¢Cudl es el valor p?
6.- Un estudio se realiza comparando el costo de alquiler o rentar un departamento de

una recdmara en Cincinati mostré que un valor promedio de las rentas era de $370,
con una desviacién estdndar de $30. Una muestra de 40 departamentos en
Pittsburgs sefialé que la renta media es de $380, con una desviacién estdndar de
$26. A nivel de significacién de 0.05, ¢Existe una diferencia en las rentas medias
entre Cincinati y Pittsburgs? Aplique el procedimiento de pruebas de hipdtesis de
cinco pasos.
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CAPITULO DIEZ

DISENO DE LA MUESTRA

En este capitulo se analizara un aspecto de la inferencia estadistica, la estimacién. Esta
comprende el evaluar, o predecir, el valor de un pardmetro de poblacion desconocida, por
ejemplo, la media o la proporcién poblacional, con base en informacién estadistica obtenida
de un grupo pequefio (muestra)

1. PAPEL DEL MUESTREO EN LA TEORIA Y METODOS ESTADISTICOS

En un sentido general, se puede considerar la teoria del muestreo como coexistente con los
métodos estadisticos modernos. Casi todos los adelantos estadisticos modernos se refieren
a inferencias que se pueden efectuar respecto a la poblacién, cuando se dispone de
informacién sélo de una muestra de elementos de la poblacién. A continuacion se menciona
algunas de las formas en que ésta se refleja en los programas estadisticos.

a. Trabajos de investigacion
En la mayoria de los trabajos de investigacién, la poblacion se compone de todas las
personas (o establecimientos industriales, granjas, etc.) en una ciudad u ofras dreas. Se
obtiene o se desea informacién de una muestra de la poblacién, pero se requieren
inferencias sobre las caracteristicas de toda la poblacidn.

b. Disefio y andlisis de experimentacion

En el disefio y andlisis de experimentacion, la poblacién representa todas las posibles
aplicaciones de varias técnicas alternativas que puedan usarse.

Por ejemplo, el experimento puede ser agricola, en el cual se investiga el efecto de
varios fertilizantes. La poblacién es infinita, debido a que representa el uso de
fertilizantes en todas las posibles granjas en cualquier época. El problema consiste en
disefiar experimentos de modo que se disponga del mdximo de informacion para realizar
inferencias respecto a la poblacion total, a base de una muestra de tamatio limitado.

c. Control de calidad

Para la aplicacién de los métodos de control de calidad en un establecimiento industrial,
por ejemplo la poblacién es todo el producto que sale de una mdquina. Se necesita
inferencias sobre la forma como los productos cumplen con las especificaciones. El
término “control de calidad” se aplica también a una verificacion sobre la calidad del
trabajo de campo efectuado en una encuesta por muestreo. La verificacion por
muestreo se ejecuta después que se ha completado la muestra. Las operaciones de
oficina como edicidn, codificacién y perforacion, también estdn sujetas al control de la
calidad, se verifican una muestra del trabajo para determinar si cumple con estdndares
aceptables.
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2. RAZONES PARA MUESTREAR UNA POBLACION

- Lanaturaleza destructiva de ciertas pruebas, es decir, no se puede evaluar a toda la
poblacidn. Por ejemplo: Si los catadores de vino tuvieran que beberse todo el vino para
evaluarlo, consumirian toda la produccion y no quedaria producto para vender.

- Puede ser imposible revisar o localizar a todos los elementos de la poblacién. Por
ejemplo: las poblaciones de peces, aves, etc.

- Puede ser prohibitivo el costo de estudiar a todos los elementos de la poblacién.

- Los resultados de una muestra pueden ser una estimacién adecuada del pardmetro
poblacional, ahorrando por tanto, tfiempo y dinero.

- Puede necesitarse demasiado tiempo para estar en contacto (o entrevistar) a todos los
elementos de la poblacién.

3. EJEMPLOS DE MUESTRAS

a.-  Fondos limitados
Es muy conocido el uso de encuestas por muestreo cuando existen fondos limitados
para recoger informacién. El muestreo también se puede usar para ahorrar dinero
en la tabulacion. Por ejemplo, en el censo de 1981 en el Pert se combiné Censo con
muestra, la mayoria de los datos fueron obtenidos con una base del ciento por
ciento.

b.-  Ahorro de tiempo
Otros ejemplos del Censo de 1981 en Perd ilustran como pueden usarse las muestras
para ahorrar tiempo. El empadronamiento censal se realizé en abril de 1981. El
tiempo requerido para procesar los resultados era tal que se esperaba que la
publicacién de los resultados comience en 1981 y continuaria durante 1982. La
muestra considerada en el Censo, se proceso, publicindose los resultados
preliminares antes que los resultados completos del Censo.

c.- Concentracion en casos especiales
Algunas encuestas requieren entrevistas tan intensas y prolongadas, que es
imposible considerar salvo mediante una base muestral. Mds atn, el uso de muestreo
permite prestar atencion especial a un nimero limitado de casos. Ejemplos de ello
los constituyen los estudios de presupuestos familiares y encuestas amplias sobre
condiciones de salud.

d.-  Muestreo para series de tiempo
Puede necesitarse informacion para series de tiempo, cuando sélo se dispone de
datos para periodos especiales y los resultados se precisan con rapidez. La serie
puede referirse a la actividad econdmica del pais, de la cual sélo se dispone de las
cifras anuales o mensuales o puede ser para elaborar una curva de experimentacion
en la cual Unicamente se pueden hacer ensayos ocasionales.

e.-  Control de los errores no muestrales
Un ejemplo interesante surgid en el citado censo de 1981: se trataba de un censo
donde la relacién entre los errores no muestrales y los muestrales, hacia
preferibles los resultados de la muestra a los provenientes de un censo completo.
En el Perd se realiza desde 1940 una encuesta muestral sobre la fuerza de trabajo.
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En 1950, ella se basaba en una muestra de 20.000 hogares. La informacion obtenida
en el censo de 1981 también incluia la situacion del empleo dentro de la fuerza de
trabajo. Cuando se dispuso de los resultados del censo, parecié evidente que las
cifras tanto para personas desocupadas como para las empleadas, eran
completamente diferentes de las estimadas mediante la encuesta por muestreo de
la fuerza del trabajo; las diferencias eran muy superiores a la que podia esperarse
debido a los errores muestrales.

El problema de informacidn en el censo introdujo un error mucho mayor que el error
de muestreo de la encuesta mensual (este mayor error era causado por la
intervencién de empadronadores que, en su mayor parte, no tenian experiencia en
entrevistar). Los usuarios de los datos del censo fueron aconsejados por lo tanto,
para que usaran los resultados muestrales como estadisticas nhacionales mds
fidedignas sobre la fuerza del trabajo.

4. LIMITACIONES DEL MUESTREO

En ciertas condiciones, la utilidad del muestreo es dudosa. Se pueden mencionar tres
puntos principales:

a.—

C.-

Si se necesitan datos para dreas muy pequefias, se requieren muestras
desproporcionadamente grandes, pues la precision de una muestra depende
fuertemente del tamaiio y no de la tasa del muestreo. En este caso, el muestreo
puede ser casi tan costoso como un censo completo.

Si los datos se necesitan a intervalos regulares y es importante medir los cambios
muy pequeiios de un periodo a otro, se necesitardn muestras muy grandes.

Si existen costos generales fijos desusadamente grandes ligados a la encuesta por
muestreo, debido al trabajo necesario para la seleccion de la muestra, control, etc,
el muestreo puede ser poco prdctico. Por ejemplo, en un pais con muchas
poblaciones pequefias, puede ser mds econdmico enumerar todos los hogares en la
muestra de poblaciones, que enumerar una muestra de hogares dentro de las
poblaciones muestreadas. Para la elaboracion en la oficina, sin embargo, se puede
usar una muestra de los hogares enumerados para reducir el trabajo y el costo de
las tabulaciones.

5. TIPOS DE MUESTRAS

5.1. MUESTREO PROBABILISTICO

Es una muestra que se selecciona de modo que cada integrante de la poblacion en estudio
tenga una probabilidad conocida (no igual a cero) de ser incluido en la muestra.

Los métodos de muestreo probabilisticos tienen un objetivo, que es permitir que el azar
determine los integrantes que se incluirdn en la muestra. Existen varios métodos de
muestreo de probabilidad entre ellos tenemos:
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5.2. MUESTREO SIMPLE AL AZAR O MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Es el método mds sencillo de muestreo. Se puede decir que si n es el tamafio de la
muestra, cada una de las posibles combinaciones de tamafio n que se pueden formar con las
N unidades de andlisis que forman la poblacién tiene la misma probabilidad de ser incluida
en la muestra, asimismo, cada elemento o unidad de andlisis de la poblacidn tiene la misma
probabilidad de ser seleccionado que el de cualquier otro elemento.

Métodos de seleccion

La seleccién puede llevarse a cabo en dos formas distintas:
- Con reposicién

- Sin reposicion

Supongamos que cada elemento poblacional estd identificado en una ficha. De las N fichas
se extrae una al azar y luego se repone. Es posible, por lo tanto, que esta misma ficha
pueda extraerse de nuevo.

Esta seleccidn se llama con reposicion y el nimero de muestras posibles de tfamafio n de una
poblacién de tamafio N estd dado por la siguiente expresidn:

L=N"
donde:

L = Ndmero de muestras posibles con reposicién de tamatio n.
N =Tamafio de la poblacién
n = Tamafio de la muestra

Por otra parte, la seleccién se puede hacer de las n fichas simultdneamente o de n fichas
sin responderlas. Este es el muestreo sin reposicion el nimero de muestras posibles estd
dado por lo siguiente férmula:

N! ,
L= m = ( j que es la combinacion de n elementos de N elementos, siendo:
n! —-n)!

L = Ndmero de muestras sin reposicién, de tamafio h.
N = Tamafio de la poblacién
n = tamaiio de la muestra

Ejemplo: Sea una poblacion hipotética de 12 personas cuyo ingreso medio se estima
mediante una muestra, la poblacién total se presenta en el cuadro 1.
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Cuadro 1. Ingreso percdpita de una poblacién hipotética de
12 personas
Individuo Ingreso $
1.300
6.300
3.100
2.000

3.600
2.200
1.800
2.700

1.500
900
4.800
1.900
Ingreso total 32.100
Ingreso medio 2.675

CTARAAH T oOomm OO w>»

Supdngase que se estima mediante una muestra de dos individuos. Existen varias formas
de seleccionar la muestra.

Por ejemplo, pueden usarse 12 fichas de igual dimensién con una de las doce letras
AB.C...L, inscrita, sin que dos tengan la misma letra. Se colocan luego las fichas en una
urna, se mezclan cuidadosamente y luego se eligen aleatoriamente dos fichas que
representardn a las personas escogidas. Este tipo de seleccién puede efectuarse en dos
formas.

Hay otras formas de seleccionar dos personas al azar. Para muestreo sin reposicion pueden
considerarse todos los posibles pares de personas. AB, AD ,..BC, BD.,.., Etc. Podria
escribirse una par de letras para cada uno de estos 66 pares en una ficha, luego se
selecciona solo una ficha. Las posibles muestras y las oportunidades de seleccién son las
mismas que antes.

En la prdctica, no se usan fichas para seleccionar individualmente o en pares. El método
usual es emplear una tabla de nimeros aleatorios y elegir en la tabla dos nidmeros del 1 al
12. Los dos nimeros representan a dos individuos. El efecto de utilizar tablas de nimeros
aleatorios es exactamente el mismo que si se usan las fichas.

Cualquiera que sea el método usado, se satisface el criterio para una muestra aceptable. En
cada uno de los tres métodos, cada persona tiene una oportunidad de seleccidn, se conocen
las probabilidades y pueden ser calculadas. Para el pequefio universo en consideracion,
cualquiera de los tres métodos es prdctico. (En situaciones mds realistas, tnicamente serd
prdctico el procedimiento de la tabla de nimeros aleatorios). Finalmente, los tres
satisfacen las condiciones para una muestra aleatoria simple, ya que todas las posibles
combinaciones de dos personas son igualmente probables.
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6. DEFINICIONES Y RELACIONES QUE SE DERIVAN DE LA TEORTIA DE
MUESTREO:

6.1. Desviacion Estandar

Se demostrard que existe una medida de la variabilidad en la poblacién original, que puede
estimar mediante las observaciones en una sola muestra y con la cual es posible estimar el
error esperado en la media de la muestra. La medida de la variabilidad en la poblacién se
llama desviacién estdndar, su cuadrado se llama varianza y se designa por el simbolo °.

6.2. La Varianza

Se define como la media de los cuadrados de lo desvios de las observaciones individuales
respecto a su valor medio. Por lo tanto se calcula el siguiente procedimiento, si se puede
observar todos los valores del universo.

Y Y)Yy <Y 2 (N =YY’
N N

donde las y; con subindice representan observaciones individuales y Y es la media de N
observaciones para los N elementos del universo.

6.3. Error Estandar

En forma similar, se pueden computar las medias de todas las posibles muestras de tamafio
n. Al elevar al cuadrado sus desviaciones de la media verdadera y promediar la suma de
esos cuadrados, resulta la varianza de las medias muestrales. La raiz cuadrada de este
ndmero es desviacién estdndar de las medias, o como generalmente se llama, el error
estandar para medias de muestras de tamafio "n". El error estdndar varia con el tamafio de
la muestra.

Se calcula el error estdndar para todos los tamafios posibles en el ejemplo anterior y se
obtiene el cuadro 2.

Cuadro 2. Error estdndar de estimaciones del ingreso para varios tamafios de muestra

Tamario de muestra Error estandar ( O'V)
Lo, S/. 1505
2o 1.015
K S 786
4. 642
LT 537
6 454
S 383
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El error estdndar de muestra de tamafio 1 es igual a la desviacién estdndar de la
poblacidn. Una vez conocida la desviacion estdndar, es fdcil, obtener el error estdndar para
muestras de cualquier tamafio, sin calcular las numerosas estimaciones muestrales posibles.
También se pueden estimar la desviacidon estdndar y el error estdndar con una muestra
dnica.

6.4. Muestreo Aleatorio Sistematico
Si la técnica de muestreo donde los integrantes de la poblacién se ordenan alfabéticamente

en un archivo segln la fecha en que se reciben, o por algln otro método. Se selecciona un
punto de inicio y después se elige cada K-ésimo elemento de la poblacién para la muestra.

N° de
muestra 1 5 3 i K
U en la
muestlraa
Y1 Y2 Y3 Yi Yk
20
Yk+1 Yk+2 Yk+3 Yk+i Y2k
30

Y2ok+1 Y2ok+2 Y2k+3 Yok+i Y3k
résima | Y-kl V(w2 Y(-1k+3  Y(tk+i Yk

h-ésima Yn-1k+1 Y(-1k+2 Y(-1k+3 Y(—1k+i Ynk

6.4.1. Ventaja del muestreo sistematico

1. El marco muestral no necesariamente se puede conocer, se puede ir generando
paralelamente. En el campo se puede ir obteniendo el Marco Muestral.

2. Elarranque es aleatorio, pero el problema es que cada 4 viviendas se selecciona n/N =
0.25).

6.4.2. Razones del Uso del Muestreo Sistematico
1. La muestra se distribuye a lo largo de toda la poblacion.

2. Es posible captar el efecto de la estratificacion.
3. Lamuestra se puede generar en el campo.
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6.4.3. Limitaciones

Se podria estar aumentando sustancialmente la varianza del estimador si la poblacion
bajo estudio tiene una variacién ciclica.

Porque estdn captando los puntos: mdximo y minimo, luego los estimadores se estardn
sobrestimando o subestimando.

Para el calculo de la V(X ) es muy dificil que una sola muestra. La formula que existen

para estimar V(X ) a partir de una sola muestra son aproximaciones

P(u1, 1ok, H1s2ksee., Pasgnnk) = /K= n/N° n=nK

Pk, Hak,.., pnk) = 17k

porque N = nk
La P indica la probabilidad de seleccién en mas con reposicion.

7. ESTIMADORES

a. Del total del poblacional

2%

X = NX; donde X, = '

]

n
De la media poblacional
- 1<
Xige = -2 %Xs
N

X = promedio de la muestra

b. Varianza de los estimadores en funcion de los componentes de la varianza

Cuando la composicion interna de cada muestra disponible es heterogénea, entonces la
varianza por muestreo sistemdtico es menor y es aconsejable aplicar este método de
muestreo.

Es decir un buen muestreo sistemdtico es cuando la varianza del interior de cada
muestra sistemdtica es grande (los datos son heterogéneos).

El problema ahora es determinar cuando esta varianza es grande; es decir determinar
los criterios a utilizar para decir que la muestra es heterogénea.

Se puede pasar directamente de la varianza de una media muestral a la V(total)
poblacional multiplicada por N
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c. La varianza de los estimadores en funcion del coeficiente de correccion intracldsica

Esta férmula significa que p = O las muestras son extremadamente heterogéneas si la
muestra se comprende con la del mas.

Cuando p = 1 la varianza asume su maximo valor y lo que interesa es la varianza minima
para obtener estimadores preciso. El muestreo sistemdtico es aplicado universalmente.

d. Muestreo Aleatorio Estratificado

La estratificacion de la poblacién consiste en agrupar sus unidades en un cierto nimero de
clases disjuntas denominadas estratos, constituidas por unidades similares: con esto se
persigue que la varianza en cada uno de ellos sea pequefia.

N
N;
N2
—
2 2
o1 O 2

% pequefia (i=1,2,3,....k)

¢ El muestreo estratificado consiste en seleccionar K muestras independientes,
provenientes cada una de un estrato (N).

e Eneste tipo de muestras la eficiencia es mayor cuanto mayor sea la
homogeneidad de cada estrato.

8. RAZONES DE sV UsO

1.- Lograr una disminucién de la varianza de los estimadores

U U, (X, - X}

X — X 2 _
N—1i=1(' ) oo N1

Se trabaja con S% porque el S es un estimador insesgado E (Sz) =0’
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$= L Y0-X) ot = Y -X)

conviene desagregar
82 = Sza + Szb

52, varianza dentro de los estratos
52, varianza entre estratos

Se busca homogeneidad al interior de cada estrato y heterogeneidad entre cada estrato.
Luego S?«S% y alo mas S%=5%

Si se da S%p S% el disefio muestral estard mal realizado

Dentro de cada estrato se fija un tamafio de muestra nj,

2.-Tener la posibilidad de aplicar diferentes métodos muestrales, en cada uno de los
estratos. En el drea rural no se ha podido hacer un registro completo de las unidades
censales; las variables en el drea urbana son mds heterogéneas que en el drea rural.

En esta drea por ejemplo, el 80% de la PEA se dedica a la agricultura luego se seleccionan
muestras de viviendas en forma aleatoria simple. Como no se tiene un registro completo de
las unidades censales se aplica el muestreo sistemdtico

En el drea urbana interesa aplicar la estratificacion por la heterogeneidad de las variables
socioecondmicas.

3.- Permite obtener informacién para cada dominio de estudio. (Ej. Division politica
administrativa), satisface ademds el interés de andlisis de los usuarios.

Ejemplo, estudios por estratos socioeconémicos de los hogares, o estratos econdémicos de
empresas.

4.- Lograr una disminucion de costos. Por ejemplo, si en la encuesta nacional de hogares no
se estratificara es posible que el tamafio de la muestra sea mayor porque la varianza seria
mayor sino se estratificara. Al estratificar una encuesta en cada estrato su varianza es
muy pequefia, que incide en la varianza total.

En muchos casos cuando no se dispone de informacion de la variable de mayor importancia
en la investigacion, se necesita una informacién auxiliar necesariamente para estratificar.
Por ejemplo, para seleccionar establecimientos podria ser el nimero de personas ocupadas
por establecimiento, significaria tener informacion para cada establecimiento (unidad
muestral) de dicha variable en toda la poblacién lo que significaria mayores costos.
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9. PROCEDIMIENTO PARA ESTRATIFICAR

a. Dalenius ha realizado una técnica para fijar los limites de estratos. Ejemplo se tiene la
alternativa de formar 5 estratos o diez estratos. En esta lltima la varianza seria menor,
pero Dalenius dice que llega un momento en que la varianza se estabiliza y de nada sirve
aumentar el nimero de estratos, porque su costo es mayor que su utilidad marginal. Es
decir si se escogié una buena variable de estratificacion, se puede seleccionar la muestra
hasta en dos estratos.

Para la formacion de estratos, si es necesario, se debe disponer una variable auxiliar
perfectamente correlacionada con la variable mds importante motivo de la investigacién

b. Al aumentar el nimero de estratos se disminuye la varianza de los estimadores.

10. SELECCION DE LA MUESTRA

La muestra de cada estrato es independiente. Es decir si seleccionamos un tamafio de la
muestra n; en un estrato,(E;) es independiente del tamafio de la muestra n, en un estrato
cualquiera (Ep).

En consecuencia se puede aplicar un tipo de muestreo diferente en cada estrato

10.1. MUESTREO POR CONGLOMERADO
Este método se emplea a menudo para reducir el costo de muestrear una poblacion
dispersa en un drea geogrdfica grande.

10.2. MUESTREO NO PROBABILISTICO
Es el método de muestreo en el cual una muestra es seleccionada de tal manera que
no todos los integrantes de la poblacion tienen la probabilidad de ser incluidos en la
muestra. Es decir, la inclusion en la muestra se basa en juicios de la persona que
realiza el muestreo. Las muestras no probabilisticas pueden llevar a resultados con
sesgo.

11. CRITERIOS PARA LA ACEPTABILIDAD DE UN METODO DE MUESTREO

Los métodos de muestreo pueden proporcionar datos de confiabilidad conocida con
eficiencia y economia.

Para aceptar una muestra es necesario que ésta represente a la poblacién, que tenga una
confiabilidad que se pueda medir y que responda a un plan prdctico y eficaz.

Los criterios mds cominmente usados para aceptar un método de muestreo son:

11.1.- Probabilidad de seleccion para cada unidad
La muestra debe seleccionarse de modo que represente adecuadamente a la
poblacion. Cada unidad debe tener una probabilidad conocida de ser elegida y esta
probabilidad debe ser siempre distinta de cero, osea, O<p<1.

11.2.- Confiabilidad medible
Los valores de la muestra deben proporcionar medidas de la confiabilidad de las
estimaciones que con ellos se calculan y de la precisién que se espera o desea que
tengan.
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11.3.- Viabilidad o factibilidad
El plan de muestreo adoptado debe ser prdctico y permitir que sea realizado en la
forma proyectada.

11.4.- Economia y eficiencia
El disefio muestral debe ser eficiente o sea, que sea capaz de proporcionar la mayor
cantidad de informacién al menor costo, para lo cual debe hacerse el uso mds
efectivo posible de los recursos disponibles.

12. DEFINICION O DESCRIPCION DE ALGUNOS TERMINOS

12.1.- Unidad de andlisis
Es la unidad o elemento para el cual se desea obtener informacion estadistica sobre
determinadas caracteristicas o variables.

12.2. - Poblacion o universo
Es el conjunto de todas las unidades de andlisis cuyas caracteristicas se desean
investigar, es decir, de las N unidades o elementos que conforman la poblacidn.

12.3.- Marco de muestreo
La totalidad de la unidades de muestreo de donde se extrae la muestra constituye
el marco muestral o de muestreo. El marco de muestreo puede ser una lista de
personas o de unidades de vivienda, un archivo de registros o un conjunto de
tarjetas perforadas; puede ser un mapa subdividido, o puede ser un directorio de
nombres y direcciones en una cinta magnética para computadora.

12.4. - Unidades de muestreo
Es la unidad seleccionada del marco de muestreo. Puede o no coincidir con la unidad
de andlisis. Por ejemplo, para obtener informacién sobre personas, se puede usar
una lista completa de un censo, o un directorio de personas y seleccionar una
muestra de personas directamente. Sin embargo, también se podrd seleccionar una
muestra de hogares e incluir en la encuesta a todas las personas de los hogares
seleccionadas.

12.5. - Probabilidad de seleccion
La oportunidad que tiene una unidad de la poblacién de ser incluida en la muestra, se
denomina su probabilidad de seleccidn. Los valores de la probabilidad van de 0 a 1.

12.6.- Estadistica
Una estadistica o estadigrafo es una cantidad que se calcula con las observaciones
muestrales correspondientes a una caracteristica determinada con el objeto de
efectuar inferencias acerca de la poblacidn.

12.7.- Informacion independiente
Son datos conocidos antes de realizar las encuestas o investigacion estadistica que
sirven para su disefio, estratificacién o establecer probabilidades de seleccion.

12.8. - Formulas de estimacion o estimadores
Son aquellos que utilizan los resultados de la muestra para producir una estimacion
sobre valores poblacionales o pardmetros, por ejemplo:
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n
X = —z X; que se utiliza para estimar:
N

S .
X=NZXi

i=1

12.9. - Intervalos de Confianza
Es el intervalo alrededor del cual se espera que esté el verdadero valor poblacional
con el fin de producir una estimacion sobre valores poblacionales o pardmetros.

12.10.- Error de Muestreo
Es la diferencia entre pardmetro poblacional y la estadistica muestral

12.11.- Distribucion Muestral de Medias
Es una distribucion probabilistica que sefiala todas las medias muestrales posibles y
sus probabilidades de ocurrencia.

12.12.- Teorema Central del Limite
En este caso si la poblacidn es normal, entonces la distribucion de medias también
manifiesta normalidad. Si la poblacién no es normal, la distribucién de muestreo de
las medias se aproxima a la normal a medida que aumenta el tamafio de la muestra.

13. ESTIMACIONES PUNTUALES Y DE INTERVALO

13.1. ESTIMACION PUNTUAL
Es un valor Unico que se utiliza para estimar un valor de la poblacion.

13.2. ESTIMACION POR INTERVALO
Es un conjunto de valores dentro de las cuales se espera que ocurra el pardmetro de la
poblacidn. Por lo general el intervalo se denomina intervalo de confianza.

Los factores que constituyen un intervalo de confianza para una media son:

1. Elndmero de observaciones en la muestra (n)

La variabilidad de la poblacién, que generalmente se estima mediante la desviacién
estdndar (s)

3. El nivel de confianza. Se representa mediante el desvio normal o valor z Un
intervalo de confianza de 95% para la media se obtiene usando la siguiente
formula:

S

o

X £1.96

Los factores que constituyen un intervalo de confianza para una proporcién son:

1. El ndmero de observaciones en la muestra.
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2. Elvalor de p, que se obtiene dividiendo el nimero de éxitos en la muestra (X) entre el

ndmero de observaciones en la misma (n).
3. El nivel de confianza. Esta representado por el valor z.

14. INTERVALO DE CONFIANZA PARA UNA PROPORCION DE LA POBLACION

Un intervalo de confianza para una proporcién se determina usando la siguiente férmula:

+, [PU=P)
n

p

Donde:
P : es la proporcién muestral
z :eselvalor z del grado de confianza seleccionado.
n :es el tamafio de la muestra.

14.1. SELECCION DEL TAMANO DE LA MUESTRA

El tamafio de la muestra necesario puede determinarse tanto para las medias como para las
proporciones.

Los factores que determinan el famafio de muestra para una proporcidn sonh:

1. El nivel de confianza deseado (z)

2. El maximo error permisible (E)

3. Lavariacién de la poblacidn (que por lo general se estima con s)

14.2. VARIACION EN LA POBLACION

Para tener el tamafio de la muestra se necesita estimar la variacién en la poblacién.
La férmula para el tamafio de muestra para una media es:

Donde:

)

n=

E

E : es el error permisible

z :es el desvio normal asociado al grado de confianza seleccionado

s : es la desviacién estdndar de la muestra del estudio piloto.

Los factores que determinan el tamafio de muestra para una proporcion son:

1. El nivel de confianza deseado (z)

2. El maximo error permisible (E)

3. La estimacion de la proporcion de la poblacion. Sino se cuenta con una estimacion,
entonces se usa 0.50

15. TAMANO DE MUESTRA PARA PROPORCIONES

Para determinar el famafio de muestra se deben especificar tres importantes aspectos:

1. Elinvestigador debe decidir qué nivel de confianza emplear, por lo general 0.95 ¢
0.99.

2. Debe indicar qué tan precisa debe ser la estimacién de la proporcién de la poblacién.

3. La proporcién de la poblacidn, P, se debe aproximar con base en la experiencia o enun
estudio piloto pequefio.

4. La férmula para el tamafio de muestra para una proporcion es:

Mag. RENAN QUISPE LLANOS Pdg. 154



n=p(l- p)(g

Factor de correccion de poblacion finita se aplica si n/ N es mayor que 0.50 tal factor
de correccion es:

N —n
N -1
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EJERCICIOS

1. Una poblacién consta de los cinco valores siguiente: 2,2,4,4,8
a. <¢Cudntas muestras de tamafio 2 son posibles?
b. Enliste todas las muestras posibles de tamafio 2, y calcule la media de cada
muestra
c. Determine la media de las medias muestrales y la media de la poblacién.
Compare los dos valores.
d. Compare la dispersién poblacional con la media de las muestrales.

2. Una muestra de 81 observaciones se toma de una poblacién normal. La media
muestral es 40, y la desviacién estdndar de la muestra es 5. Determine el intervalo
de confianza de 95% para la media de la poblacion.

Solucion:

De los datos del problema:
n=81 X (media muestral) = 40 S,=5

El intervalo de confianza serd: Xt ZS

(30.2 ; 59.208 )

3. Hay 300 enfermeras empleadas en un hospital. Una muestra de 30 reveld que 18 se
graduaron en una escuela especial. Establezca un intervalo de confianza de 95%
para la proporcion de enfermeras graduadas en dicha escuela.

N =300 f=0.1 Z =196
n=30

Se graduaron en una escuela especial = 18
P=0.60

Sp =0.085

El intervalo de confianza serd: (0.434 ; 0.766)

4. Explique qué significa error de muestreo

5. Un estudio de los establecimientos de Salud en un drea Metropolitana mostré que
existen 10. El Ministerio de Salud estudia el nldmero de camas en cada
establecimiento de salud. Los resultados son los siguientes: 90, 72, 75, 60, 75, 72,
84,72,88,74,105, 115, 68, 74, 80, 64, 104, 82, 48, 58, 60, 80, 48, 58 y 108.

a. Utilice la tabla de nimeros aleatorios y seleccione una muestra aleatoria de
tamafio cinco a partir de esta poblacion.

b. Obtenga una muestra sistemdtica seleccionado un punto de inicio aleatorio
entre los cinco primeros establecimientos y después selecciones cada quinta
institucién.

6. Las edades de seis médicos de una clinica son:
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Nombre Edad

Sr. Perez 54
Sra. Salas 50
Sr. Lara 52
Sra. Ruiz 48
Sr. Luna 50
Sr. Soto 52

a. <¢Cudntas muestra de tamafio dos son posibles?

b. Seleccione todas las muestras posibles de ftamafio dos de la poblacién de
ejecutivos y calcule las medias.

c. Organice las medias en una distribucion muestral.

d. ¢Cudl es la media de la poblacién? ¢De la media muestral?

e. ¢Qué forma tiene la poblacién?

f. ¢Qué forma tiene la distribucién muestral?

7. En cierta regidn, los salarios diarios de los médicos se distribuyen normalmente
con una desviacién tipica de 7.0. ¢De qué tamafio debe ser la muestra aleatoria que
se tome, si se desea tener una seguridad del 96% de que la media muestral difiera
de la media poblacional en menos de 3?

8. Si la desviacién estdndar de las estaturas de un grupo de nifios de un distrito es de
5 cm. ¢Cudl es la probabilidad de que la estatura promedio de una muestra al azar
de 100 de dichos nifios:

a. Excedaenmds de 15 cm. A al estatura promedio de todos los nifios.

b. Sea menor en mds de 1.5 cm. Con relacion a la estura promedio de todos los hifios?
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CAPITULO ONCE

ANALISIS DE REGRESION

La teoria de la regresion pretende hacer un andlisis sobre la relacion que existe entre las
variables dependientes e independientes (explicativas) para un conjunto de valores

observados sobre estas variables.

1. NATURALEZA DEL ANALISIS DE REGRESION

El andlisis de regresién estd relacionado con el estudio de la dependencia de una variable, la
variable dependiente, estd en funcién de una o mds variables explicativas con la perspectiva
de estimar y/o predecir el valor (poblacional) medio o promedio de la primera en términos

de valores conocidos o fijos (en muestreos repetidos) de las segundas.

El objetivo es determinar una ecuacién de regresién que permita pronosticar el valor de una
variable (denotado por Y y denominado variable dependiente) con base en otra variable

(denotada por X y llamada variable independiente).

Ejemplo:

Se efectla una encuesta de ingresos y gastos a 60 familias, que viven en un centro poblado.

La informacidn se presenta en el cuadro adjunto.

Y = Consumo de la familia.
X = Ingreso de la familia.

Ingreso de las Familias

fly)/ x 80 [100 [120 140 |160 [180 |200 [220 [240 |260
Gasto de| 55 | 65 | 79 | 80 [ 102 | 110 | 120 | 135 | 137 | 150
consumo 60 | 70 | 84 | 93 | 107 | 115 | 136 | 137 | 145 | 152
Familiar  por| 65 | 74 | 90 | 95 | 110 | 120 | 140 | 140 | 155 | 165
semana 70 | 80 | 94 | 103 | 116 | 130 | 144 | 152 | 165 | 168
y$ 75| 85 | 98 | 108 | 118 | 136 | 145 | 157 | 175 | 180
88 113 | 125 | 140 160 | 180 | 185
115 162 191
173
E(y/x) 65| 77 | 89 | 100 | 113 | 125 | 137 | 149 | 161 | 173
nj y
E .= Ji : i=123,...,n
E(y) = Zny : ) { n,} J
j=123,...10

Esperanza promedio: E(y/x=80) = 65

El consumo promedio de las familias que ganan 80 es 65.
E(y/x=260) = 173

El consumo promedio de las familias que ganan 260 es 173.

Mag. RENAN QUISPE LLANOS

Pdg. 158




2. FUNCION DE REGRESION POBLACIONAL (FRP)

Para la construccion de la funcién de regresidn poblacional la curva de regresién debe
expresar todos los valores promedios de la variable dependiente para todos los valores
fijos de la variable explicativa.

La regresién poblacional nos muestra cémo el valor promedio de Y varia en relacién a los
valores de la variable X.

El ejemplo anterior se ftrata de los valores promedios de consumo en cada valor fijo del
ingreso.

FRP — E(y/x) = p1 + B2X

Donde:

B1 , B2 son pardmetros desconocidos pero fijos que se denominan coeficiente de
regresién, fambién llamados intercepto y coeficiente de la pendiente de la recta formada
respectivamente.

E(y/x = 80) = 65. Valor promedio de y para x =80

La diferencia entre el valor promedio obtenido y cada valor observado se debe al termino
de perturbacion ().

Yi= E(y/X) + L

Yi = B1 + P2x +; , reemplazando para c/u de los valores del consumo cuando el ingreso es 80,
nos da las siguientes expresiones:

Y1=55 = 1+ BaX +u
Y2=60 = 1+ BaX +u2
Y3 =65 =P+ BaX +u3
Y4=70 =B+ PoX +ug
Y5=75 = B1+ BaX +us

3. FUNCION DE REGRESION MUESTRAL (FRM)

Es la que se obtiene a partir de una muestra de observaciones y nos permite estimar los
pardmetros de una funcion de la regresion poblacional, a partir de la informacion
proporcionada por la muestra. Su forma estocdstica es la siguiente:

FRM— Y, =B, +B,x, +e

La diferencia con la FRP estd dada en que en este dltimo caso los valores de los pardmetros
son de los datos poblacionales (f,). Asimismo el término de perturbacién (L,)estd

referido a la diferencia de los valores promedios poblacionales respecto a cada uno de los
valores mencionados.
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Podemos afirmar lo siguiente:

B, es un estimador de p;
B, es un estimador de B,
e; es un estimador de y;

4. SIGNIFICADO DEL TERMINO DE PERTURBACION (p;)
Se tiene un modelo mds general, de la siguiente forma:

Y, =B, +B,X, +B;X, +...... + 1

Donde los valores de los pardmetros (B) son referidos a la poblacién. Suponiendo que
alguien nos diera los valores de los B nos faltaria encontrar el valor del término de
perturbacién (u;).

El u; se simboliza como una bolsa donde estdn las otras variables respectivas del modelo y
que no estdn incluidas en el mismo. Asimismo representa efectos aleatorios de la misma
naturaleza de las u;

En el caso del consumo por ejemplo u; estaria representando el efecto de otras variables
siguientes: riqueza, tamafio de la familia.

El u;siempre estd a partir de los residuales.

Sea el modelo: Y =, +f,X,

[31 = 10; [3252 u; ~ N(O, 25)

X2 ) e= [l Yi
2 14 -2 12
5 20 5 25
4 18 0 18
6 22 3 19
y teorico y Empirico

Valor promedio
Bi+B.x, =Y

10+2(2)=14 2 =12
10+2(5)=20 5 =25
10+2(4)=18 0 =18
10+2(6)=22 -3 =19

E(y/x) u oY
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MODELO LINEAL GENERAL

HIPOTESIS

Supongamos que existe una relacién lineal entre una variable Yi , K-1 variables explicativas
X2, X3 Xk y un término de perturbacién u podemos escribir:

Yi =By +BoXp +Bs Xy o + B X T 1
(i=1,2,...n)
Para efectos del cdlculo matricial tenemos los siguientes:

1. La ecuacién tradicional es:

Y =B+ B, X, 4By Xis 4+ +B X + 1
Y, =B +By Xy, +B5 X+ +B Xy +1
Yy =B 4B, Xy, +B; X+ + B Xy + 14

Yn = Bl + Bzxnz +BSXn3 T + kank + Mn

Y1 = XuBk1 + Hat

La ecuacién matricial se escribe de la siguiente forma:

i=1 Yl 1 Xy Xy X B1 8
1= g Y2 1 Xy Xy Xy Bz i,
i= B

Y3 1 X23 X33 'Xn3 BS Fl3

o simplemente:

2. Supuestos del modelo

a. relativas a las perturbaciones

i E()=0
i, Var (u;) = constantes = 6%, (HOMOCEDASTICIDAD)
iii. Cov (uyj) = o (INDEPENDENCIA) i j

iv. Es decir, (u;) = N(0,6%,)
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b. relativas a las variables
i Las variables x5,x5 ............... X son variables no aleatorias.

ii. La variable explicada y; es aleatoria con media:
E(y) =B, + B, X, + B3 X5 +...... + B X
O también: E(Y)=XB
Varianza. E [(YI —E(Y, ))]2 =

E[(B1 B, X+ By X + “i)_ﬁl =B, X, — .. _kaik]2 = E(Hi)z = GLZJ

iii. la variable y; (explicada) y x2,X3............... Xk (explicativas) no tienen errores
de observacidn.

iv. Entre las variables: x; xs............... Xk ho debe haber relacion lineal, es decir,
Cov(xix;)=0 i j
Lo anterior significa que el rango de la matriz X debe ser K. por
consiguiente ninguna columna debe ser linealmente dependiente de otra
columna.

V. Para poder estimar el modelo se requiere tomar una muestra de n
elementos, tal que n>k.

1. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

El principio bdsico para estimar los pardmetros es que la suma de los residuales de cada
valor observado respecto al estimado sea lo mds pequefia pero Zei =Z:(Yi —Yi)=0

porque la recta estimada corta a los residuales por encima y debajo de manera que se
compensa. En consecuencia se debe de minimizar la suma de los cuadrados de cada uno de
los residuales.

ee=(Y—Xxp) (Y- Xp) (1)
=YY -YXB-B'XY+BXXB : Porpropiedad: (AB) =B'A’ = Y'XB =f'X'Y
=YY -2B'XY +BXXB

Derivando respecto a B e igualando a cero.

de' _  oxy +2XXB =0
dp

X'XB = XY - (2)
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B =(X'X)"' XY - (3)

Para el caso de 2 variables

e e el s

Sustituyendo en (1) fenemos:

ZY: nB1 +Bzzx
XY =B X+, X

Para obtener la media y la varianza de Bsus‘ri‘ruimos en (3)

B=(XX)"X(XB+n) - (4)

2. LA VARIANZA DEL TERMINO DE PERTURBACION
VARIANZA: Var(B) = o*(X'X)*

2 A

A e'e Y'Y-BXY

SZ=GH= = B
n-k n-k

S Z(Yi —Qi) _ Ze.z

n-k n-k

3. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LOS PARAMETROS

A fin de establecer los intervalos de confianza para los coeficientes de regresion (B;) y
teniendo la varianza poblacional desconocida se construye un intervalo asumiendo que esta
variable tiene una distribucion estadistica "t a partir de las estimaciones de los
pardmetros y sus varianzas por ejemplo: para P

prob—t,, <P =P et Y1
Op,
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Despejando f3,
Prob(s;t,, > B, +B, > —t,,6p)=1-a

B elp, - 61ty Py + Gmta,zjcon un nivel de significancia o

Ejemplo:
Nimero de familia Ingreso Consumo
X Y
1 80 70
2 100 65
3 120 90
4 140 95
5 160 110
6 180 115
7 200 120
8 220 140
9 240 155
10 260 150
Y = X B + u‘ Donde: ¥Y: Consumo
X: Ingreso
707 [1 80 ] ]
65 1 100 U,
90 1 120 |- TR
B,
= +1.
B,
150 |1 260 [T
B=(xx)"xy
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1 80
1 100

1 120 4
) (1 1 Lo, 1 (22X :(10 1700
- DX DX

1 260

1 (322000 -1700)_(0.975757 -0.005152]

3300001 -1700 10 -0.005152  0.0000303
70
65
(T, 1. 1110
X'y = =
80....260 ) . 205500
150

- 0.975757 -0.005152 '\ 1110 | (24.4545) (B,
~(-0.005152  0.0000303 )| 205500) 10.50909) (B,

4. ESTIMACION DE LA VARIANZA DEL TERMINO DE PERTURBACION

o = =
¥ (n-k) n-k

, ee Y'Y—B'X'Y‘

70
65

y'y =(70 65....... 150) " |=132100

150

A 1110
B'X'y = (24.4545 0.50909 =131762.49
205500

1700 322000
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Reemplazando en la férmula tenemos:

2 _ 132100-131762.49 _ 337.51

=42.18875
! 10-2

Calculando Varianza de los pardmetros de regresion:

0.975757  -0.005152
Var B, = (42.18875)

-0.005152 0.0000303

o5, =42.18875(0.975757) = 41.16596813
o, =42.18875(0.0000303) = 0.001278319125

la desviacién estandarsera:

&, = 6.416071082
&, = 0.0357533

5. CONSTRUCCION DE INTERVALOS PARA B;
Bi e lB| -6, s, B +6, t(x/ZJ

Para un nivel de significacion del 5% (o = 0.05) observando en la tabla "t" de student
tenemos: T (w2 = T 020052 = t8)o02s = 2.306

B, €[0.50909 - 0.0357(2.306),0.50909 +0.0357(2.306)]

B, €[0.4268,0.5919] con o =0.05

Otra forma de expresarlo con prob.
P(0.4267 < B, <0.5912)=1-0.05=0.95
Dado un coeficiente de confianza del 95% en el I.p si se construye sin intervalos repetidos

con los limites siguientes 0.4268 y 0.919, el 95% de ellos estarian verdadero pardmetro
poblacional.
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6. DOCIMAS DE HIPOTESIS

Se refiere a una distribucién de frecuencias, y se plantea con el fin de comprobar si se
cumple una relacion.

1.-

Hipdtesis propuesta o sometida a andlisis.
Ho: Bi=C hipotesis nula
Hy: Bz C hipétesis alternativas

Para comprobar si viene de una misma poblacién con distribucién "N" o “t" un caso
particular de la docima es:

Ho: Bi=0 hipétesis nula

Hi: =0 hipétesis alternativas

A fin de verificar o comprobar si en la ecuacién Y = Bo + BiX; PBi proviene de una
poblacién con distribucién normal. Si se cumple Ho, X. son independientes, por lo

won

tanto un cambio en "x" no afectaria "y".

Existen dos reglas o enfoques complementarios para decidir si se rechaza o no la hipétesis
nula. Ambos enfoques pretenden que la variable que se considera tiene una distribucion de
probabilidad y que las pruebas de hipétesis encierran afirmaciones sobre los valores de los
pardmetros de dicha distribucion.

Verdadero Falso
Aceptar 1-B Error tipoll
p
Rechazar Error tipol 1-a
o
3.-Establecer una regién critica
R.C ‘ R.C
J
tor

(1-a) zona de aceptacion de hipdtesis nula B1=0

C = {tc /_talz < tc <ta/2}: {tc /‘tc‘ Ztn—k,odz}
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4 - Obtencidn del estadistico "t"

5.- Comparar el t calculado con el t de tabla con un nivel de significacion o
Regla de decisidn
Si /Te/>tNnkwzy ——»  serechaza Ho
Si el t calculado es mayor que el t de tabla, rechaza la hipétesis nula y al rechazar
B0 en consecuencia X; si explica el comportamiento de la variable dependiente.
El enfoque terminado es el enfoque de la prueba de significancia.

7. ENFOQUE DEL INTERVALO DE CONFIANZA

Consiste en hacer un intervalo, en construirlo

P(B; - Gpi thko p <B<Bi+ Gﬁitn—k,alz) =l-a

El siguiente paso es comparar el  de la hipdtesis nula con el intervalo establecido.

Regla de decision:

Si el B de la H.N estd dentro del intervalo se acepta la hipétesis nula, contrariamente si el
B estd fuera del intervalo rechaza hipdtesis.

Ejemplo

- Por la prueba de significancia

24.4545
B = &, = 6.4160
0.50909
6y, = 0.0357
1. Ho: B2=O
Hi: B2 0
2.- 0=0.05
3.- RC= {/ te/> t10—2,o.05/2}
B- —B;  0.50909-0
4.- t,="—"= =143 , ti0200s/2 = 2.306
&y 0.0357
Zona de

/
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Zona de
rechazo

R.C o zona de
rechazo

-2.306

‘tc‘ > ts,o.ozs
14.3 > 2.306

5.-

- Por el Enfoque del Intervalo de Confianza:
P(Bi — 6 Loz < B< Bi + Gﬁitn—k,ulz) =l-a
P(0.5091-0.0357(}2.306)<p<0.5091+0.0357(2.306))=0.95

P(0.4268<p<0.5914)

P=0.95

8. COEFICIENTE DE DETERMINACION (R?)
Es un indicador de la bondad de ajuste de la linea de regresién que mide la proporcién de la
variacién total en la variable dependiente Y, que “se explica” o "se debe a" la variacién de la

variable independiente X.

El rango de R%es el siguiente: O<R%< 1.

v

Xi

Planteada la relacion inicial, la misma se mantiene cuando se establece relaciones a partir
de las sumatorias de sus desviaciones cuadrdticas.
Por un proceso matemadtico particular se da:

S Y] =3 -9 <3 (5, V]
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SCT=SCR+SCE

SCT: variacion total del Y; observado con respecto a su media muestral.
La suma total de los  cuadrados.

(Y, -Y) =Y'Y-nY?

SCR: Variacion residual o no explicada de los valores de Y respecto a la linea de regresién.
Suma de los cuadrados residuales.

S -%P =YY -pXY

A

SCE: Variacion de los valores estimados Yi con respecto a su media.
Suma de los cuadrados Explicados.

(Y=Y )Y =pXY-nY’
Resumiendo tenemos:

(Y'Y =B XY)+XY-nY?)=(Y'Y -nY?)

:SCEzl—SCR 0<R?<1
SCT SCT

R2

PROPIEDADES

1. Es una cantidad no negativa

2. Sus limites son 0 <R’ <1

Es decir que R varia entre cero y uno

R?=1 cuando el ajuste es perfecto, es decir los valores observados coinciden perfectamente
con la recta estimada

R%:0 es decir que no hay relacién entre la variable dependiente y los variables explicativas.

Este R? no mide el grado de asociacién entre x ey, para lo cual se acude a otro indicador
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9. COEFICIENTE DE CORRELACION

Es una medida de asociacidn lineal entre dos variables

Poblacional Muestral
. _ Cov(xy) _ 2% = x)x, - y)
o' PUETIE
n-1 n-1

r=@ 0<r<i1

9.1. PROPIEDADES
Sus limites estdn entre: 0<r<1

Es de naturaleza simétrica, es decir el coeficiente de correlacion entre Xy Y (r,) es igual
al coeficiente de correlacion entre Y y X (ryx)

Si X, Y son estadisticamente independientes, el coeficiente de correlacidn es cero; pero si
r=0 no implica necesariamente independencia.

Es una medida de asociacidn lineal, es decir mide la asociacién lineal entre dos variables. .

9.2. COEFICIENTE DE DETERMINACION MULTIPLE CORREGIDO

En la medida que el nimero de variables independientes se incrementa, el R? tiende a
incrementarse por tener el numerador de la fraccién en mayor valor.

Una alternativa, es cambiar esta expresion dividiendo a cada uno de la sumatorias
cuadrdticas entre sus grados de libertad, obteniendo finalmente un cociente de varianza.
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Ejemplo:

En la prdctica se calcula de la siguiente manera:

,_2%-Y) _pxy-ny?
R =SV vy 1)

En (1):
131764.5-10(111)> _ 1317645-123210
132100 -10(111)° 123210

En (2)

o _132100-131762.49 _337.51

=42.18
" 10-2

o? = 132100-10(111)> _ 8890

2 =987.8
10-1

Reemplazando tenemos:

_42.18
987.8

R?=1 =0.99

=0.96
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